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东 北 大 学 考 试 试 卷 （ A  闭 卷 ） 

2019 — 2020  学年  秋  季学期 

课程名称：       线性代数         

总分 一 二 三 四 五 六 七 八 九 

          

 ┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄┄ 

1. 设行列式

3 0 4 0

1 3 1 4

0 7 0 0

1 1 1 1

D 


 

，求D 的第二行各元素代数余子式之和. 

 

2. 求矩阵

1 1 2

2 1 2

4 3 3

A

 
 

   
 
 
 

的逆矩阵. 

 

3. 设 3 阶实对称矩阵 A满足 OEAAA  23
，求行列式 EA 2 的值. 

一. (每题 3分，共 9分) 

二. (每题 3分，共 9分) 

1. 求二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 4f x x x x x x x x    的秩和正惯性指数. 

 

 

2. 设 1 和 2 是 3阶矩阵 A 的两个不同特征值，已知矩阵 1E A  的秩等于 1，试判断矩阵 A 是

否相似于对角矩阵，请给出理由. 

 

 

3. 求 3[ ]xR 中向量
2( ) 2 3f x x x   在基 1 1ε ， 2 1x ε ，

2

3 1x x  ε 下的坐标. 

 
 

 

三. (每题 3分，共 9分) 

1. 求由基
1 (1,0,0)Tε ，

2 (1,1,0)Tε ， 3 ( 1,1,1)T ε 到基 1 (1,0,0)Tη ，
2 (0,1,0)Tη ，

3 (0,0,1)Tη 的过渡矩阵. 

 

2. 求线性空间
0

{ | , , }
a

V a b c
b c

 
  

 
R 的一个基和维数. 

 

3. 取定两个实函数 1 cos( )axf e bx ， 2 sin ( )a xf e bx ，它们生成实函数空间的二维子空间

1 2( , )V L f f . 求V 中微分运算 D在基 1f ， 2f 下的矩阵. 

四. (4分) 

若矩阵 A 与矩阵

0 0 1

0 1 0

1 0 0

B

 
 

  
 
 

相似，求 ( 2 ) ( )R A E R A E   . 

 

五. (4分) 

已知斐波那契数列以如下递推的方法定义： 0 1F  ， 1 1F  ， 1 1n n nF F F    ( 1)n  .   

试求 2阶矩阵 A ，使得
1

1

n n

n n

F F
A

F F





   
   

   
；进一步求斐波那契数列的通项公式.  

六. (4分) 

已知3阶矩阵 A 与3维列向量 x ，使得向量组 x ，Ax ，
2A x 线性无关，且满足

3 23 2A A A x x x ，

求矩阵 A 的特征值.  

七. (4分) 

设 3阶实对称矩阵

11 12 13

12 22 23

13 23 33

a a a

A a a a

a a a

 
 

  
 
 

，已知 11 22 33 11 22 33a a a a a a     ，其中 为绝对

值函数，试判断二次型
T Ax x 的正定性. 

八. (4分) 

设 3阶矩阵

5 0 4

0 4 0

4 0 5

A

 
 

  
  

，求一个正定矩阵B ，使
2A B . 

 

九. (3分) 

求证：两个 n 元齐次线性方程组同解的充要条件是它们系数矩阵的行向量组等价. 
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一. 

1. 解： . 

                                     

 

 

 

 

 

2. 解：  

  

所以 .      

 

 

 

 

 

3. 解：由 可知，矩阵 的特征值 满足

. 所以特征值 或 . 

所以当矩阵 相似于 ，即 时， ； 

当矩阵 相似于 ， ； 

当矩阵 相似于 ， ； 

当矩阵 相似于 ，即 时， . 

 

二.  

1. 解：经过配方， 

，所以二次型的秩等于 3，

而正惯性指数等于 2.                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 解：因为矩阵 的秩等于 1，所以特征值 有两个线性

无关特征向量，显然，特征值 只有一个线性无关特征向量，

于是矩阵 有 3 个线性无关特征向量，因此矩阵 能够相似于

对角矩阵.                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 解：在取坐标的同构映射下，问题可以转化为

在基 , , 下的坐标问

题. 

 

根据 可知， 

原问题的坐标为 .                  

三. 

1. 解：因为 ，所以有 

 

于是过渡矩阵为 .             

 

 

 

 

 

 

2. 解：因为 ， ， ，并且线性无关，

同时对 ，都有 

，因此 ，

， 构成线性空间 的一组基，同时线性空间 是

3维的.                                

 

 

 

 

 

 

3. 解：因为 

D ， 

D ， 

所以 

D ，从而微分运算 D 在基 下的

矩阵为 .                    

 

 

A 卷 
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A 卷 
八. 解：经计算，矩阵 A 可正交合同对角化为 

 

1 1 1 1
0 0

1 0 02 2 2 2

0 1 0 0 1 0 0 4 0

1 1 1 1 0 0 9
0 0

2 2 2 2

T

A

   
      

     
     

     
    

   
   

, 

                                            

于是 

1 1 1 1
0 0

1 0 02 2 2 2

0 1 0 0 4 0 0 1 0

1 1 0 0 9 1 1
0 0

2 2 2 2

T

A

   
     

    
     
    

    
   
   

. 

若令 

1 1 1 1
0 0

1 0 0 2 0 12 2 2 2

0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0

1 1 0 0 3 1 1 1 0 2
0 0

2 2 2 2

T

B

   
        

      
       
            
   
   

， 

那么矩阵是正定矩阵，且满足
2B A .        

九. 证明： 

设 m nA  x 0 与 s nB  x 0 同解，那么 

m nA  x 0 ， s nB  x 0 与
m n

s n

A
x

B





   
   
  

0

0
同解，于是 

( ) ( ) ( )
m n

m n s n

s n

A
R A R B R

B



 



 
   

 
,进而可以证明出 m nA  与 s nB 

的行向量组等价.                         

 

反过来，若 m nA  与 s nB  的行向量组等价，则存在矩阵 P 和矩阵

Q，使得PA B 和QB A ，显然， m nA  x 0 与 s nB  x 0 同

解.                                    

四. 解：因为矩阵 A 与矩阵 B 相似，所以存在可逆矩阵 P ，满

足
1A P BP . 于是 

1 1

1 1

( 2 ) ( ) ( 2 ) ( )

                                    ( ( 2 ) ) ( ( ) )

                                    ( 2 ) ( )

R A E R A E R P BP E R P BP E

R P B E P R P B E P

R B E R B E

 

 

      

   

   

                                            

由于

2 0 1

2 0 1 0

1 0 2

B E

 
 

  
 
  

，其秩等于 3，而 

 

1 0 1

0 0 0

1 0 1

B E

 
 

 
 
  

，其秩等于 1，所以 

( 2 ) ( ) 4R A E R A E    .                  

五. 解：由 1 1n n nF F F   可得 

1

1

1 1

1 0

n n

n n

F F

F F





    
    
    

，即矩阵
1 1

1 0
A

 
  
 

.    

 

进一步，由
1

1

n n

n n

F F
A

F F





   
   

   
可推出 

1 1

0

1 1 1

1 0 1

n

n n

n

F F
A

F F

       
        

      
. 

因为
1 1

1 0

n

 
 

 
 

11 5
( ) 01 5 1 5 1 5 1 5

2
2 2 2 2

1 5
1 1 1 10 ( )

2

n

n

 
       
    
       
    

 

所以 

1 11 1 5 1 1 5
( ) ( )

2 25 5

n n

nF   
  .     

六. 解：因为 
2 2 3 2 2( , , ) ( , , ) ( , ,3 2 )A A A A A A A A A A  x x x x x x x x x x   

所以有 

2 2

0 0 0

( , , ) ( , , ) 1 0 3

0 1 2

A A A A A

 
 


 
  

x x x x x x .   

因为向量组 x ， Ax ，
2A x 线性无关，所以矩阵 A 相似于矩阵

0 0 0

1 0 3

0 1 2

 
 
 
  

，进而它们有相同的特征值. 由于

0 0 0

1 0 3

0 1 2

 
 
 
  

有

特征值 1 3   ， 2 0  ， 3 1  ，所以矩阵 A 的特征值为

1 3   ， 2 0  ， 3 1  .                  

 

 

七. 解： 

 

由 11 22 33 11 22 33a a a a a a     ，可知 

11a ， 22a ， 33a 中一定存在两个非零数，满足一个为正数，一个

为负数. 不妨设 11 0a  ， 22 0a  .          

此时在二次型 
2 2 2

11 1 22 2 33 3 12 1 2 13 1 3 23 2 32 2 2f a x a x a x a x x a x x a x x       

中，一方面，若取

1

0

0

 
 

  
 
 

x ，则 11 0f a  ；另一方面，若取

0

1

0

 
 

  
 
 

x ，则 22 0f a  . 因此，二次型既不正定，也不负定. 

                                       

 

 


