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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2004.1.

一、单项选择题（在每个小题四个备选答案中选出一个正确答案, 填在题末的括号中）(本大题

共 5 小题, 每小题 3 分, 共 15 分)

1．设 )(xf 在 ax  处可导, 则  )(af （ ）

（A）
h

afhaf
h

)()(lim
0




； （B）
h

afhaf
h

)()2(lim
0




；

（C）
h

afhaf
h

)()2(lim
0




； （D）
h

hafhaf
h 2

)()(lim
0




.

2．函数 
x

a
dttfxF )()( 在 ][ ba， 上可导的充分条件是： )(xf 在 ][ ba， 上（ ）

（A） 有界； （B）连续； （C）有定义； （D）仅有有限个间断点.

3．若 bax
x
xxf 



1

)(
2

, 当 x 时为无穷小, 则（ ）

（A） 11  ba ， ；（B） 11  ba ， ；（C） 11  ba ， ；（D） 11  ba ， .

4．设









02
01)(

xx
xexf

x

当，

当，
, 则 )(xf 在 0x 处（ ）

（A） )(lim
0

xf
x

不存在；（B） )(lim
0

xf
x

存在, 但在 0x 处不连续；

（C） )0(f  存在； （D） )(xf 在 0x 处连续, 但不可导.

5． 0x 是函数
||

sin

1

2)( 1 x
x

e

xf
x





 的（ ）间断点.

（A）跳跃；（B）可去；（C）无穷；（D）振荡.

二、填空题（将正确答案填在横线上, 本大题共 5 小题, 每小题 3 分, 共 15 分）

1．
mx
nx

x tan
tanlim


（其中 m,n为正整数）= .

2．  


 dx
x

xx
2

2

1
)(arctan

.

3． 


x
x

x cosln
1

2

0
)3sin1(lim .

4．设










0,

0,1arctan)( 2
2

xa

x
x

xxf , 在 0x 处连续, 则 a= .

5．为使曲线
23 bxaxy  有拐点(1,3), 则系数 a= , b = .

三．试解下列各题（76=42 分）

1．求
xx
xx

x sin
tanlim 20




.

1．设
2arcsin 4

2
xy x x   , 求 y .

2．求参数方程











ty

tx

1
2

2

所确定的函数 )(xyy  的二阶导数 2

2

dx
yd
.
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3．设 0)ln(cos  xey y
, 求 dy.

4．计算不定积分  
dx

x
x

1
ln

.

5．计算定积分  
2

2

3coscos


 dxxx .

6．计算广义积分 


1 2 )1( xx
dx

.

四、应用题（本题 16 分, 每小题 8 分）

1．求星形线 3
2

3
2

3
2

ayx  所围成图形绕 x 轴旋转所得旋转体的体积.

2．在曲线 2
1
x

y  上求一点 M, 使过该点的切线被两坐标轴所截得的长度最短, 并求出

这最短的长度.

五、证明题（本题 12 分, 每小题 6 分）

1．证明不等式 ），（ 1 xexe x

2．设 )(xf 在[0, 1]上连续, 在（0,1）内可导, 且 1)
2
1(0)1()0(  fff ， ,

证明在（0,1）内有一点 , 使 1)(  f .
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2004.1

一、 (1) D; (2) B; (3) B; (4) D; (5) B.

二、(1)
m
n ; (2) 32 )(arctan

3
1)1ln(

2
1 xx  +C;

(3) e-18; (4) 0; (5)
2
3

 ,
2
9 .

三、1.
xx
xx

x sin
tanlim 20




= 30

tanlim
x

xx
x




=
3
1

3
1seclim 2

2

0



 x

x
x

.

2.
2

arcsin
4

4
1

2
2

arcsin
22

x
x

x
x

x
xy 






 .

3.
tx

dy 1
d

 , ttx
yd )1(

d 2

2

 32

111
d tttx
dt

 .

4. 0
2

1
cos
sine 




xx
xyy y

dy=
)1(2

tan
yex

x


dx.

5.  





dx
x
xxxdx

x
x 12ln12

1
ln

令 1x =t, 有 dx
x
x


1 =2 1x +ln

11
11




x
x

所以原式=2 1x lnx–4 1x -2 ln
11
11




x
x +C .

6. 原式=  2
0

cossin


dxxx
3
4coscos2 2

0 


xdx .

7. 


1 2 )1( xx
dx =










 




1

2

1 2 )1ln(
2
1ln)

1
1( xxdx

x
x

x

= 2ln
2
1

1
ln

1
2














x
x .

四、(1) V= 
a

dxxy
0

2 )(2 =  
a

dxxa
0

3
2

3
2

)(2

=  
a

dxxxaxaa
0

23
4

3
2

3
2

3
4

2 )33(2

= 3

105
32 a .

(2) 设点 M(t, )1
t
即为所求的切点(也可设为(

0
0

1,
x

x )),显然 0t ,

切线方程为 )(11
32 tx
tt

y 

两截距分别为 2

3,
2
3

t
t ,于是起线段长为 l=

2

2

2 3
2
3
















t
t ,于是问题等价于求

f(t)= 4

2 1
4 t
t

 在(0, + )内的最小值点.

由 5

4
2

)(
t

ttf  =0, 得唯一驻点为 t= 2 , 且 ,0)2( f t= 2 是唯一的极小

值点. 由实际问题可知, t= 2 是最小值点, 故点(
2
1,2 )即为所求的点, 且最短距

离为
2

33 .

五、证明:
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(1) 令 f(x)=ex–e 1( xx ), 则  )(xf ex–e>0 (x>1),

所以 f(x)在 1x 单调增加, 所以当 x>1 时, f(x)> f(1)=0, 即 ex>ex(x>1). 证毕

(2) 设 F(x)= f(x) –x, 则 F(x)在[0,1]闭区间上连续, 在(0,1)内可导,

F(1)= f(1) –1<0, 0
2
11)

2
1()

2
1(  fF ,

由 介 定 理 知 存 在 ),1,
2
1(1  使 0)( 1 F . 又 F(0)=0, 由 罗 尔 定 理 知 存 在

),1,0(),0( 1   使 即,0)(  F 1)(  f . 证毕
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2005.1.

一、填空题（本题 20 分，每小题 4 分）

1．已知 lim 9
x

x

x a
x a

    
，则 a = .

2．设函数 2

2 1
( ) 1

1

x
f x x

ax b x

  
  

，

，

，当 a = ,b = 时，f(x)在 x =1 处可导.

3．方程 017  xx 共有 个正根.

4．当 x 时，曲线 cbxaxy  2
的曲率最大.

5．  2
0

sin


xdxx .

二、选择题（本大题 24 分，共有 6 小题，每小题 4 分）

1．下列结论中，正确的是（ ）

（A）若 ax nn



2lim ， ax nn




12lim ，则 axnn



lim ；

（B）发散数列必然无界；

（C）若 ax nn



13lim ， ax nn




13lim ，则 axnn



lim ；

（D）有界数列必然收敛.

2．函数 )(xf 在 0xx  处取得极大值，则必有（ ）.

（A） 0)( 0  xf ； （B） 0)( 0  xf ；

（C） 0)( 0  xf 或 )( 0xf  不存在； （D） 0)( 0  xf 且 0)( 0  xf .

3．函数 
x

a
dttfxF )()( 在 ][ ba， 上可导的充分条件是： )(xf 在 ][ ba， 上（ ）

（A）有界； （B）连续； （C）有定义； （D）仅有有限个间断点.

4．设   
 2

2

4
2 cos

1
sin

 xdx
x
xM ，  

 2

2

43 )cos(sin


 dxxxN ，

 
 2

2

432 )cossin(


 dxxxxP ，则必有关系式（ ）

（A） MPN  ； （B） PMN  ； （C） NPM  ； （D） NMP  .

5．设 )(xfy  在 0xx  的某邻域内具有三阶连续导数，如果 0)()( 00  xfxf ，而

0)( 0  xf ，则必有（ ）.

（A） 0x 是极值点， ))(( 00 xfx ， 不是拐点；

（B） 0x 是极值点， ))(( 00 xfx ， 不一定是拐点；

（C） 0x 不是极值点， ))(( 00 xfx ， 是拐点；

（D） 0x 不是极值点， ))(( 00 xfx ， 不是拐点.

6．直线
37

4
2
3 zyxL 








： 与平面 3224  zyx： 的位置关系是（ ）

（A） L与 平行但 L不在 上； （B） L与 垂直相交；

（C） L在 上； （D） L与 相交但不垂直.

6
*
．微分方程

xx exeyyy 3265  的特解形式为（ ）

(A)
xx cxeebaxxy 32)(*  ； （B）

xx ecxbaey 32 )(*  ；

（C）
xx ceebaxy 32)(*  ； (D)

xx cxeebaxy 32)(* 
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三、计算下列各题（每小题 7分，共 28 分）

1．计算  
4

0
.

12
2 dx

x
x

3．求 dx
xx
x

  542

4．设








tty
tx

arctan
)1ln( 2

，求 2

2

dx
yd
.

5．求 



 


)11ln(lim 2

x
xx

x
.

四、解答下列各题（每小题 7分，共 21 分）

1．在半径为 R的球内嵌入有最大体积的圆柱体，求此时圆柱体体积的最大值以及底半径与

高的值.

2．计算由椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

所围成的图形的面积以及此图形绕 x轴旋转一周而形成的旋转

体的体积.

3．在由平面 0232  zyx 和平面 03455  zyx 所决定的平面束内求两个相

互垂直的平面，其中一个经过点 )1,3,4(0 M .

3
*
．在曲线上每一点 ),( yxM 处切线在 y轴上的截距为

22xy ，且曲线过点 )2,1(0M . 求此

曲线方程.

五、（7分）设函数 )(xf 在  30，上连续，在（0，3）内可导，且有  
1

0
)3()(

3
1 fdxxxf . 试

证：必有 )3,0( 使

 )()( ff  .
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2005.1

一、填空题, 每小题 4 分,共 5 小题, 其中第 2 题 –1,2 添对一个、错一个给 2 分.

(1) ln3; (2) –1、2; (3) 1; (4)
a
b

2
 ; (5) 1.

二、选择题, 每小题 4 分,共 6 小题.

(1) A; (2) C; (3) B; (4) D; (5) C; (6) A..

三、计算题, 每小题 7 分,共 4 小题.

1. 解法一：设 12 x =t, 则 )1(
2
1 2  tx ,dx=tdt,x=0 时,t=1,x=4 时,t=3,

原式=  


3

1

2 2)1(
2
1

tdt
t

t
 

3

1

2 )3(
2
1 dtt

3
223

32
1

3

1

3









 tt ,

解法二：原式=  
4

0
12)2( xdx

=(x+2) 12 x )12(12
2
1 4

0

4
0   xdx

=16–
3

22)12(
3
2

2
1 4

0
2
3

 x

解法三：原式= dx
x

x
 

4

0 12
3)12(

2
1

= )12(12
4
1 4

0
 xdx +  

4

0 12
)12(

4
3

x
xd

=  4
0

2
3

)12(
3
2

4
1 x

3
2)12(2

4
3 4

0
2
1

 x .

2. 解法一：原式=  


dx

xx

x

54

2)42(
2
1

2

=  54ln
2
1 2 xx 2  


2)2(1

)2(
x
xd

=  54ln
2
1 2 xx 2arctan(x+2)+C.

(不加任意常数扣一分,不加绝对值符号不扣分,下同).

解法二：设 x+2=t, 则 dx=dt,

原式=  
 dt

t
t

1
2

2

= )1(
1

1
2
1 2

2 
 td

t
–2  

dt
t 1

1
2

= tt arctan2)1ln(
2
1 2  +C

=  54ln
2
1 2 xx 2arctan(x+2)+C.

解法三：设 x+2=tant, 则 dx=sec2tdt,

原式=   Cttdtt 2cosln)2(tan

=
1)2(

1ln
2 


x

–2arctan(x+2)+C

=  54ln
2
1 2 xx 2arctan(x+2)+C.

3.
2

1
2
1

11

d
2

2 t

t
t
t

x
dy








 , )1(
4
1

1
2
1)

2
(

d
2

2

2

t
t

t
t

t
x
yd

t 





4. 解法一：原式= 



 


)11ln(1lim 2

xx
x

x
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=

2

1

)11ln(1

lim

x

xx
x





= 20

)1ln(lim
t

tt
t




( t
x


1 )

=
t
t

t 2
1

11
lim

0





=

2
1

)1(2
1lim

0


 tt
.

解法二：原式=

2

1

)11ln(1

lim

x

xx
x





=

3

22

2

)1(
11

11

lim

x

x
x

x

x 








=
2
1

)1(2
)1(lim

2





 x
xx

x
.

四、1. 解法一：设圆柱体底半径为 r, 高为 2h, 体积为 V, 则

,222 Rrh  V= )(22 222 hRhhr  


h

dV
d

hR  62 2  , 令 
h

dV
d

0,得
3
3Rh 

此时, r = R
3
2 . 又 ,06

d 2

2

 h
h
Vd 

故
3
3Rh  为极大值点, 由于驻点唯一, 故该点为最大值点, 3

max 33
4 RV 

 .

解法二：设圆柱体底半径为 r, 高为 h, 体积为 V, 则

,)
2

( 222 Rrh
 V= )

4
(

3
22 hhRhr  


h

dV
d

)
4
3( 22 hR  , 令 

h
dV
d

0,得
3
32 Rh  ,

此时, r = R
3
2 . 又 ,0

2
3

d 2

2

 h
h
Vd 

故
3
3Rh  为极大值点, 由于驻点唯一, 故该点为最大值点, 3

max 33
4 RV 

 .

(不求 2

2

d h
Vd ,用一阶导数判定,或说明”由实际问题可知,唯一驻点就是最大值点也

可”)

2. 解法一：设所求面积为 A, 体积为 V, 则

A = 4 dxxa
a
ba

 
0

22

= aba
a
b   2

4
14 .

V = 2   dxxa
a
ba

 
0

222

=2 dxxa
a
b a

 
0

22
2

2

)(

=2 2

0

3

2

2

3
4

3
abxax

a
b

a










 .

解法二：令 x=accost, y=bsint,
2

0 
 t , 则
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A = 4  
0

2

)sin(sin dtttb

=4  2
0

2

22
14sin

 abtdtab ab .

V = 2 dyyb
b
ay

b

 
0

222

=4 byb
b
a

0
2
3

22 )(
3
2)

2
1( 

= 2

3
4 ab .

3. 解法一：设曲线过 M(x, y)的切线方程为 )( xXyxY  ,

令 X=0, 得 yxyYb  , 得 bernoulli方程为







.2)1(
,2 2

y
xyyxy

令 ,1 yz 得 21
 z

xdx
dz , 解之得

x
Cxz  , 即 ,1 yz 1y =

x
Cx  .

代入初始条件 y(1)=2, 得 C=
2
1

 , 即所求曲线为 y=
12

2
2 x
x .

解法二. 设曲线过 M(x, y)的切线方程为 )( xXyxY  ,

令 X=0, 得 yxyYb  , 得 bernoulli方程为







.2)1(
,2 2

y
xyyxy

令
x
yu  ,得 22xu

dx
du

 , 解之得 Cx
u

 21 , 即 Cx
y
x

 2

代入初始条件 y(1)=2, 得 C=
2
1

 , 即所求曲线为 y=
12

2
2 x
x .

3*. 解：平面束方程为

(2x+ y -3z+2)+ (5x+5 y -4 z+13)=0,

代入点(4, -3,1), 得 =-1, 回代得过已知点的平面为

3x+ 4y -z+1=0.

将平面束改写为 (2+5 )x+(1+5 )y-(3+4 )z+(2 +3 )=0,

记 n1=(3,4, -1), n2=(2+5 ,1+5 , -(3+4 ) ),

令 n1. n2=0, 得
3
1

 , 回代得另一平面为

x-2y -5z+3=0,

其中为待定常数.该平面与 x+y+z=0 垂直的条件是

(1+ ).1+(1- ).1+(-1+ ).1=0.

由此得 =-1, 得平面方程为 2y-2z-2=0, 即 y-z-1=0.

五、证明：设 )(x =x f(x), 则 )(x 在[0,3]上连续, 在(0,3)内可导, 由已知条件得

 (3)=3f(3)= 
1

0
)( dxxxf ,

由积分中值定理, 必有  [0,1], (或  (0,1)), 使 
1

0
)( dxxxf = )(f ,

即存在  [0,1],使 )( 
1

0
)( dxxxf , 于是 )(  (3), 所以 )(x 在[0,3]上满足Rolle

定理条件, 所以有 )3,0()3,(   , 使 ,0)(   即


 )()( ff  , )3,0( .

注：对 )(x 在[ ,3]使用拉格朗日定理也可得到

 )()( ff  .
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2006.1.

一、选择题（本大题 24 分，共有 6 小题，每小题 4 分）

1．下列结论中，正确的是（ ）

（A）有界数列必收敛； （B）单调数列必收敛；

（C）收敛数列必有界； （D）收敛数列必单调.

2.设函数 内有定义在 ),()( 0 xUxf ,对于下面三条性质:

① )(xf 在 0x 点连续;② )(xf 在 0x 点可导;③ )(xf 在 0x 点可微.

若用“ QP  ”表示由性质 P 推出性质Q，则应有[ ].

(A)②③①; (B) ②①③;
(C)③①②; (D) ①②③.

3. 曲线
3
xy
x




（ ）.

（A）既有水平渐近线，又有垂直渐近线； （B）仅有水平渐近线；

（C）仅有垂直渐近线； （D）无任何渐近线.

4．函数 )(xf 在[ , ]a b 上有定义，则 ( ) ( )
b

a
f x f x dx  存在的必要条件是（ ）

（A） )(xf 在[ , ]a b 上可导； （B） )(xf 在[ , ]a b 上可导连续；

（C） )(xf 在[ , ]a b 上有界； （D） )(xf 在[ , ]a b 上单调.

5． ( )y y x 是微分方程
23 xy y e   的解，且 0( ) 0y x  . 则必有（ ）

（A） ( )y x 在 0x 某邻域内单调增加； （B） ( )y x 在 0x 某邻域内单调减少；

（C） ( )y x 在 0x 取极大值； （D） ( )y x 在 0x 取极小值.

6．若 )(xf 的导函数是 sin x，则 )(xf 有一个原函数是（ ）.

（A）1 sin x ； （B）1 sin x ； （C）1 cos x ； （D）1 cos x .

二、填空题（本题 36 分，每小题 4 分）

1．
1lim
1

x

x

x
x

    
.

2．
1( ) 11

f x

x




的可去间断点是 x = .

3．
1arctany
x

 ，则 dy  .

4．
1

0

xxe dx 的值是 .

5． 20

tanlim
sinx

x x
x x


 .

6. 0x  时，
2sinx x x ，则  .

7.
0 ( 2)( 3)

dx
x x




  .

8. 设

2

3

2
3

x t t
y t t

  


 
，则

2

2

d y
dx

 .

9. 微分方程
1 4dy y

dx x
   满足条件 (1) 1y  的特解是 y = .

三、（8分）计算不定积分
2

2

arctan
1

x x dx
x .
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四、（8分）求曲线
3 26 12 4y x x x    的升降区间，凹凸区间及拐点.

五、（8分）求微分方程 3 2 3 xy y y xe     的通解.

六、（10 分）在 0,1 上给定函数
2y x ，问 t为何值时，如图所示阴影部分的面积 1S 与 2S 的和

最小？并求此时两图形绕 x轴旋转一周所得的旋转体的体积.

0 t 1 x

S1

S2
t 2 A

七、（6 分）设 )(xf 在 ,a b 上连续，且不恒为常数. 又 )(xf 在 ( , )a b 内可微，且 ( ) ( )f a f b .

试证： ( , )a b  使 ( ) 0f   .
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2006.1.10

一、单项选择题(本大题分 6 小题, 每小题 4 分, 共 24 分)

1．(C) 2.(A) 3.(A ) 4 .(C). 5.(D) 6. (B)

二、填空题（本大题分 9 小题, 每小题 4 分, 共 36 分）

1. 2e 2. 0x 3. dx
x

dy 21
1


 4.1 5.
3
1 6. 5

2
 

7.
2
3ln 8.

2

2

3
4(1 )

d y
dx t




9. )ln41( xxy  9*. kjiba
 35 

三、(8 分)计算不定积分 dx
x

xx
  2

2

1
arctan

.

解：  





dx
x

xxxdx
x

xx
2

2

2

2

1
arctanarctan)1(

1
arctan

------------2 分

  xxdxdx arctanarctanarctan ------------4 分

Cxdx
x
xxx 


  2
2 )(arctan

2
1

1
arctan ------------6 分

Cxxxx  22 )(arctan
2
1)1ln(

2
1arctan -----------8 分

四、(8 分)求曲线 4126 23  xxxy 的升降区间, 凹凸区间及拐点.

解：y3x212x12令 y0，得 x=2.

2x , y>0 故在 ),(  内为上升曲线. -----------2 分

y6(x2)令 y0 得 x=2. - -----------4 分

因为当 2x 时 y0 当 2x 时 y0 -----------6 分

所以凸区间为 ]2,(    凹区间为 ),2[   拐点为 )12,2(  .-----------8 分

五、(8 分)求微分方程 xxeyyy  323 的通解.

解：微分方程的特征方程为

r23r20

特征根为 r11 r22 ------------2 分

齐次方程的通解为 YC1exC2e2x -----------4 分

因为 f(x)3xex 1 是特征方程的单根

故原方程的特解设为 y*x(AxB)ex -----------6 分

代入原方程并整理得

2Ax(2AB)3x

比较系数得
2
3

A  B3 从而 )3
2
3(* 2 xxey x   

因此 原方程的通解为

)3
2
3( 22

21 xxeeCeCy xxx   . -----------8 分

五*、(8 分)求直线







01
01

zyx
zyx

在平面 0 zyx 上的投影直线的方程.

解: 设过直线







01
01

zyx
zyx

的平面束的方程为

(xyz1)(xyz1)0

即 (1)x(1)y(1)z(1)0 ------------2 分

其中为待定的常数 这平面与平面 x  y  z 0 垂直的条件是
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(1)1(1)1(1)10

即 1 -----------4 分

将 1 代入平面束方程得投影平面的方程为 2y2z20

即 yz10 ------------6 分

所以投影直线的方程为








0
01

zyx
zy

 -----------8 分

六、(10 分)在[0，1]上给定函数 2xy  ，问 t为何值时,如图所示阴影部分的面积 1S

与 2S 的和最小，何时最大？并求此时两图形绕 x轴旋转一周所得的旋转体的体

积.

解：点的坐标为 ),( 2tt 故

3

0

22
1 3

2 tdxxttS
t

 

2321 2
2 3

2
3
1)1( ttttdxxS

t
 

3
1

3
4 23

21  ttSSS ----------3 分

)12(2)(  tttS 令 0)(  tS 得
2
1,0  tt ---------6 分

比较
3
1)0( s ，

4
1)

2
1( s ，

3
2)1( s

可知， )(,
2
1, tSt  最小 ---------8 分

此时，所求体积为

2
1)

4
1(

2
1)

4
1( 21

2
1

42
1

0

42   dxxdxxV

=
3

1 6
 -----------10 分

七、设 上连续在 ],[)( baxf ,且不恒为常数. 内可微在又 ),()( baxf , )()( bfaf 且 .

试证: .0)(),(  fba 使

证明：因为 )()( bfaf  , ],[)( baxf 在 上不恒为常数。必有 ),( bac  , 使 )()( afcf  , 不

妨假设 )()( afcf  , 于是在 ],[],[ baca  上使用 lagrange中值定理， ),(),( baca  使

))(()()( acfafcf  --------2 分

从而 0)()()( 




ac
afcff ---------4 分

若 )()( bfcf  则

))(()()( 0 cbfcfbf 

0)()()( 0 




cb
cfbff ---------6 分

2xy 

x

y

t

2t

0

A
1S

2S

1
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2007.1.10
一．单项选择题（本题共 5 小题，每小题 4 分，共计 20 分）

1、设数列 }{ nx 收敛， }{ ny 发散，则必有[ ]成立．

(A) nnn
yx


lim 存在；(B)

n

n

n x
y


lim 存在；(C) )(lim nnn

yx 


不存在；(D)
n

n

n y
x


lim 存在．.

2．




















,0,1sin1

,0,2
,0,1

)(

1

x
x

x

x
xe

xf

x

则 0x 是 )(xf 的[ ]．

(A)可去间断点； (B)跳跃间断点； (C)无穷间断点； (D)连续点．

3．设 x在点 0x 处有增量 x ，函数 )(xfy  在 0x 处有增量 y ．又 0)( 0  xf ，

则当 0x 时， y 是该点微分dy的[ ]．

(A)高阶无穷小； (B)等价无穷小；

(C)低阶无穷小； (D) 同阶但不是等价无穷小．

4、设 )(xf 在 ),(  上二阶可导且为奇函数，又在 ),0(  上 ,0)(,0)(  xfxf

则在 )0,( 上必有[ ]．

(A) 0)(,0)(  xfxf ； (B) 0)(,0)(  xfxf ；

(C) 0)(,0)(  xfxf ； (D) 0)(,0)(  xfxf ．

5、设 dxx
1

0
 ， dxx

1

0

2 ， dxxx 
1

0

22 ，则有关系式[ ]成立．

(A)   ； (B)   ；

(C)   ； (D)   ．

二、填空题（本题共 6 小题，每小题 4 分，共计 24 分）

1． x
x

x 2
1

0
)3sin1(lim 


=______．

2．方程 0155  xx 在(1,2)内共有______个根．

3． _____sin)1( 22

2

7  
xdxx



 ．

4． 
 dx
xx
x
)1(

arctan =__________________．

5．球体半径的增长率为 s
m02.0 ，当半径为 m2 时，球体体积的增长率为

________ s
m 3

．

6．微分方程 032  yyy 的通解为 y ________________．

三、计算题（本题共 4 小题，每小题 6 分，共计 24 分）

1. 设







3

ln
ty
tx
，求

1
2

2

tdx
yd

．

2．求 )
tan
11(lim 20 xxxx




．
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3．求 dx
x

x


 2

2

4
．

4. 求微分方程 0)( 2  dyxydxyx 的通解．

四．（10 分）设 )0(   xxey x 求函数的极大值，函数曲线的拐点．并求

曲线与直线 0,1,0  yxx 所围成曲边梯形的面积及此平面图形绕 x轴旋转所成

的旋转体体积．

五．（8 分）在曲线上任一点 ),( yxM 处切线在 y轴上的截距为 22xy ，且曲线经

过点 )2,1(0M ，求此曲线的方程．

六．（8 分）设








1
10

)(
2

xbax
xx

xf ，适当选取 ba, 值，使 )(xf 成为可导函数．令


x

dttfx
0

)()( ，并求出 )(x 的表达式．

.

七．（6 分）设 )(xf 具有二阶连续导数，且 )()( bfaf  ， ,0)(,0)(  bfaf .试

证： ),( ba ，使 0)(  f ．
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东北大学 2006-2007 第一学期高等数学(上)

2007.1.10

一．单项选择题（本题共 5 小题，每小题 4 分，共计 20 分）

1． C ；2．A ；3．B；4．D；5．A．

二、填空题（本题共 6 小题，每小题 4 分，共计 24 分）

1． 2
3

e ；2．1 ；3．
2


；4． Cx 2)(arctan ；5． 32.0 ．

6． xx eCeC 2
3

1  ． )2(或为

三、计算题（本题共 4 小题，每小题 6 分，共计 24 分）

1． 3
2

3
1

3 t

t

t
dx
dy

 ---2 分； 3
2

2

2

9
1

9 t

t

t
dx
yd

 ---4 分 ； 912

2

tdx
yd ------6 分．

2． )
tan
11(lim 20 xxxx




=
xx
xx

x tan
tanlim 20




= 30

tanlim
x

xx
x




---2 分

= 2

2

0 3
1seclim

x
x

x




--------------------------4 分

=
3
1

3
tanlim 2

2

0


 x
x

x
------------------------6 分

3．令 )
2

,
2

(,sin2 
 ttx

dx
x

x


 2

2

4
= dtt 2sin4 = dtt)2cos1(2  -------------------2 分

= Cttt  )cossin(2 -----------------------------4 分

= Cxxx
 24

2
1

2
arcsin2 ------------------6 分

4．原方程化为齐次方程 2

2

x
y

x
y

dx
dy

 -------------------2 分

令
dx
duxu

dx
dyxuy

x
yu  ,,则

齐次方程化为
x
dx

u
dy

 2 -------------------------4 分

积分得 Cx
u

lnln1


回代 ,
x
yu  得 y

x

Cex  --------------------------6 分

4．将直线化为参数式













tz
ty
tx

24
3
2

-----------------------2 分

代入平面方程 06)24()3()2(2  ttt

得 1t -------------------4 分

代入参数方程得 2,2,1  zyx

故交点为 )2,2,1( ---------------------6 分

四．（10 分）(1)求函数的极大值与曲线的拐点

xexy  )1( ， xexy  )2( ，

2,0;1,0  xyxy 令令 -----------------------3 分
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01)1( 
e

y 极大值点为 ;11 x 极大值为
e

yy 1)1(1  ．

0,2;0,20  yxyx 时当时当

)
e
2,2( 2 为曲线的拐点, 即 222

2;2
e

yx  。----------------6 分

(2)曲边梯形面积

  2

2
1

2

1

32
ee

exedxxeA xxx   --------------8 分

(3)旋转体体积

  
2

1

222

1

2)( dxexdxxeV xx 

=   ).135(
4

)122(
4 42

2
1

22

ee
exx x    --------------10 分

五．（8 分）过 ),( yxM 的切线方程为 )( xXyyY 

令 ,0X 得 yxyY  。

由题设得微分方程







2)1(
2 2

y
xyyxy

-----------------4 分

令 ,1 yz 得 21
 z

xdx
dz

通解为 )(1 2 Cx
x

z  , 即 )(11 2 Cx
xy

 ----------------6 分

代入 2)1( y ，得
2
1

C

所求曲线方程为
12

2
2 


x
xy -----------------8 分

五．（8 分）把直线方程改写为







042
0952

zy
yx

过此直线的平面束方程为

0)42(952  zyyx  -----------------4 分

其法向量为 ),52,2(  

由 ),52,2(   0)3,4,1(  得
11
18

 -----------------6 分

0)42(
11
18952  zyyx

即 027181922  zyx -----------------8 分

六．（8 分） 处可导，必连续在 1)( xxf 。

由 )1(1lim)01( 2

1
fxf

x




babaxf
x




)(lim)01(
1

可得 1 ba -----------------3 分

由 2
1
1lim)1(

2

1








 x
xf

x
， a

x
baxf

x








 1
1lim)1(

1

则有 2a , 1b .-----------------5 分









112

10
)(

2

xx
xx

xf
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当 1x 时,  
x xdxxx

0

3
2

3
)(

当 1x 时，

3
1)12()( 2

1

1

0

2

0

2   xxdxxdxxdxxx
xx

 -----------------8 分

七．（6 分）由于 ).()(),(],[)( bfafbabaxf 内可导，上连续，在在

由Rolle定理， ),( ba ，使 0)(  f ．-----------------2 分

中值定理应用和在对于 Lagrangebaxf ],[],[)(  ， ),(),,( 21 ba   使

,0)()()(,0)()()( 21 


















b

fbff
a

afff --------------4 分

由零点定理上连续，在又 ,0)()(],[)( 2121   ffxf

0)(),(],( 21   fba 使 -----------------6 分

东北大学高等数学(上)期末考试试卷
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2008.1.10
一．单项选择题（本题共 4 小题，每小题 4 分，共计 16 分）

1．数列








 



为偶数

为奇数

n
n

n
n

nn

nf
                   1

        
2

)( ，当 n 时， )(nf 是 [ ]．

(A) 无穷大；(B) 无界但非无穷大；(C) 无穷小； (D) 有界但非无穷小．

2．设 cos(2 )
4

y x 
  ，则 ( )ny  [ ]．

(A) 2n 2 1cos[2 ]
4
nx 

 ； (B) 2 cos[2 ]
4

n nx 
 ；

(C) cos[2 ]
2
nx 

 ； (D) 2 1cos[2 ]
4
nx 

 ．

3．设
2 sin( ) sin d

x t

x
F x e t t


  ，则 ( )F x 为 [ ]．

(A) 正常数； (B) 负常数； (C) 恒为零 (D) 不为常数．

4．设 y= ( )y x 是方程 23 xy y e   的解，且 0( ) 0y x  ，则 ( )y x 在 [ ]．

(A) 0x 的某个邻域内单调增加； (B) 0x 的某个邻域内单调减少；

(C) 0x 处取极小值； (D) 0x 处取极大值．

二、填空题（本题共 4 小题，每小题 4 分，共计 16 分）

1. 3 2 sin( ) 0xy e xy   在 0x  处的切线方程是 ．

2. 一个圆锥形容器，深度为 10m，上面的顶圆半径为 4m，则灌入水时水的体积V 对

水面高度h的变化率为 ．

3．曲线 3 26 12 4y x x x    的拐点为 ．

4．满足微分方程初值问题
2

0

d (1 )
d

1         

x

x

y y e
x
y



  

 

的解为 y＝ ．

三、（7 分）设

23 ,   0 1;
2( )

1 ,         1 2.

x x
f x

x
x

 
  

  


试研究函数 ( )f x 在[0,  2]上是否满足拉格

朗日中值定理的条件.

四、计算下列各题（本题共 6 小题，每小题 6 分，共计 36 分）．

1.
0

ln(1 2sin )lim
1 1x

x
x x


  

.

2.
1

0

sinlim
x

x

x
x

 
 
 

.

3. 设
2ln 1

arctan    
x t
y t

  



， 计算

2

2

d
d
y
x
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4. 计算积分 2ln( 1 )dx x x 

5. 计算积分
21

1 2
2

1 dx x
x




6. 求微分方程 4 cosy y x x   的通解．

五、（7 分）由曲线 0y  ， 8x  ， 2y x 围成曲边三角形OAB，其中 A为 0y  与 8x 

的交点，B为 2y x 与 8x  的交点．在曲边OB上求一点，过此点作 2y x 的切线，

使该切线与直线段OA， AB所围成的三角形面积为最大

六、（7 分）求心形线 (1 cos )r a   与圆 3 cosr a  所围图形公共部分的面积．

七、（7 分）设当 1x   时，可微函数 ( )f x 满足

0

1( ) ( ) ( )d 0
1

x
f x f x f t t

x
   

  ， (0) 1f  .

1. 求 ( )f x ；

2. 证明：当 0x  时， ( ) xf x e ．

八、（4 分）设 ( )f x 在[ , ]a b 上二阶可导，且 ( ) 0f x  ，证明 ( )d ( ) ( )
2

b

a

a bf x x b a f 
  ．
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2008.1.18
一．单项选择题（本题共 4 小题，每小题 4 分，共计 16 分）

1. B. 2. A. 3. A. 4.C.
二、填空题（本题共 4 小题，每小题 4 分，共计 16 分）

1.
1 1
3

y x  . 2. 24
25

h . 3. (2,12). 4. tan( 1)
4

xy e 
   .

三、（7 分）设

23 ,   0 1;
2( )

1 ,         1 2.

x x
f x

x
x

 
  

  


试研究函数 ( )f x 在[0,  2]上是否满足拉格朗日中

值定理的条件.

解 ( )f x 在区间[0,1)和 (1,2]内连续且可导.

1x  时，
2

1 1

3lim ( ) lim 1
2x x

xf x
  


 

1 1

1lim ( ) lim 1
x x

f x
x  

 

11
lim ( ) lim ( ) (1)

xx
f x f x f

  
 

因此， ( )f x 在 1x  处连续.

2

2

1 1 1

3 1( ) (1) 12lim lim lim 1
1 1 1x x x

x
f x f x
x x x    


 

   
  

, (1) 1f  

1 1 1

1 1( ) (1) 1lim lim lim 1
1 1 ( 1)x x x

f x f xx
x x x x    

 
   

  
, (1) 1 (1)f f    

( )f x 在 1x  处可导。

因此， ( )f x 在[0,  2]上满足拉格郎日中值定理的条件.

四、计算下列各题（本题共 6 小题，每小题 6 分，共计 36 分）．

1.
0

ln(1 2sin )lim
1 1x

x
x x


  

解
0

ln(1 2sin )lim
1 1x

x
x x


   0

2( 1 1 )sinlim
2x

x x x
x

  


2

2. 解

1

0

sinlim
x

x

x
x

 
 
  0

sin 1exp lim 1
x

x
x x

        

20

sinexp lim
x

x x
x

   
 

0

cos 1exp lim
2x

x
x




0

sinexp lim 1
2x

x



 

3. 设
2ln 1

arctan    
x t
y t

  



， 计算

2

2

d
d
y
x

．

解 2 2 2

1 2 1 ,                        
2 1 1 1

dx t t dy
dt t t dt t

   
  

则
1

dy
dy dt

dxdx t
dt

 

2 2

2 2 3

2

1( ) 1 1 1

1

dd y dt tt
tdx dt dx t t
t
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4. 计算积分
2ln( 1 )dx x x  ．

解
2ln( 1 )x x dx  2

2
ln( 1 )

1
xdxx x x
x

   




2 2ln( 1 ) 1x x x x C     

5.
21

1 2
2

1 x dx
x




解 设 sinx t ，则
21 cosx t  ， cosdx tdt ，

且
1
2

x  时，
4

t 
 ； 1x  时，

2
t 
 。于是

21 22
1 2
2 4

1 cotx dx tdt
x






  22

4

(csc 1)t dt


 

2 2

4

( cot )t t


   =1
4




6. 求微分方程 4 cosy y x x   的通解．

解 对应的齐次方程的特征方程为
2 4 0r   ， 其根 1,2 2ir  

齐次方程的通解 1 2cos 2 sin 2hy C x C x 

i 不是特征方程的根，则设非齐次的特解

( ) cos ( )sinpy ax b x cx d x   

( )sin ( ) cospy ax b c x cx d a x       

2 sin ( ) cos 2 cos ( )sinpy a x ax b x c x cx d x       

cos ( 2 )cos sin (2 )sinax x b c x cx x a d x      

代入原方程，整理得

3 cos (3 2 )cos 3 sin (3 2 )sin cosax x b c x cx x d a x x x     

比较两端同类项系数得

3 1
3 2 0
3 0
3 2 0

a
b c
c
d a


  
 
  

，解得
1 2,   0,   0,    
3 9

a b c d   

1 2cos sin
3 9py x x x 

通解 1 2
1 2cos 2 sin 2 cos sin
3 9

y C x C x x x x   

五、解 设
2( , )P x x 是曲边OB上任一点。过该点的切线方程为

2 2 ( )Y x x X x  

令 0Y  得切线与OA的交点C的坐标 ( ,0)
2
x

；

令 8X  得切线与 AB的交点D的坐标
2(8,16 )x x 。

所围成的三角形面积

2 21 1( ) (8 )(16 ) (16 )
2 2 4

xS x x x x x     （0 8x  ）

1( ) (16 3 )(16 )
4

S x x x   

令 ( ) 0S x  ，得
16
3

x 

160
3

x  时， ( ) 0S x  ；
16 8
3

x  时， ( ) 0S x  。

因此，
16
3

x  时， ( )S x 取极大值，也是最大值。

所求点为
16 256( , )
3 9

。
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六、求心形线 (1 cos )r a   与圆 3 cosr a  所围成公共部分图形的面积。

解 由于图形关于极轴对称，故所求图形的面积就是极轴上方图形的面积 1A的二倍。

解方程
(1 cos )

3 cos
r a
r a




 
 

得 .
3
 

所求的面积

 

 

2 2 2 23 2
1 0

3

2 3 2
0

3

3 22

0
3

2

1 12 2[ 1 cos 9 cos ]
2 2

3 1 92cos cos 2 1 cos 2
2 2 2

3 1 9 12sin sin 2 sin 2
2 4 2 2

5 .
4

A A a d a d

a d d

a

a

 



 



 



   

    

    



   

        
  

 
                 



 

 

七、 解 1. 所给等式变形为

0)()()1()()1(
0

  dttfxfxxfx
x

上式两端对 x求导，得

)()2()()1( xfxxfx 

令 )(xfu  ，则 u
x
x

dx
du

1
2




 ，解之得，
x

Ceu
x






1

即
x

Cexf
x






1
)(

由 1)0( f 及 0)0()0(  ff ，知 1)0( f ，从而 1C ，因此
x

exf
x






1
)( 。

2 设 ( ) ( ) xx f x e   ，则 (0) 0. 

( ) ( )
1

x
x xex f x e

x



   


，当 0x  时， ( ) 0x  ，

即 )(x 单调增加，因此

0)0()(   x 即有 xexf )( 。

八、证明 ( )f x 在
2

a bx 
 处的一阶 Taylor 公式为

21( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2 2! 2

a b a b a b a bf x f f x f x        

（在 x与
2

a b
之间） （1）

因 ( ) 0f x  ，所以 ( ) ( ) ( )( )
2 2 2

a b a b a bf x f f x    

(1)式两边在[a,b]上积分得，

( ) ( ) ( )( )
2 2 2

b b

a a

a b a b a bf x dx f f x dx        

( )( )
2

a bf b a
  .
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2009.1.16
一．单项选择题（本题共 5 小题，每小题 3 分，共计 15 分）

1．f (x0) = 0, f (x0) > 0 是函数 y = f (x)在 x0 = x0处取得极小值的一个[ ]．
(A) 必要充分条件；(B) 充分条件非必要条件；(C) 必要条件非充分条件； (D) 既非必要条件

也非充分条件．

2．设 C为任意常数，且 F(x) = f (x), 则[ ]．

(A) ( ) ( )f x dx F x C  ； (B) ( ) ( )F x dx f x C   ；

(C) ( ) ( )F x dx f x C  ； (D) ( ) ( )f x dx F x C   ．

3．设 x0 时，(1 – cosx)ln(1 + x2)是比 xsinxn高阶的无穷小，而 xsinxn是比
2

( 1)xe  高阶的无穷

小，则正整数 n =[ ]．
(A) 1； (B) 2； (C) 3； (D) 4．
4．设函数 f (x)在区间(a, b)内可导，x1 , x2是(a, b)内任意两点，且 x1 < x2, 则至少存在一点使的

下列等式成立的是 [ ]．
(A) f (b) – f (a) = f ()(b – a),   (a, b)； (B) f (b) – f (x1) = f ()(b – x1),   (x1, b)；
(C) f (x2) – f (x1) = f ()(x2 – x1),   (x1, x2)； (D) f (x2) – f (a) = f ()(x2 – a),   (a, x2)．

5．设函数 ( ) bx

xf x
a e




在(, +)上连续，且 lim ( ) 0
x

f x


 ，则常数 a, b满足［ ］

(A)a < 0, b < 0； (B) a > 0, b > 0； (C) a  0, b > 0； (D) a  0, b < 0．

二、填空题（本题共５小题，每小题３分，共计 1５分）

1. 已知
2

1

(cos ) 0( )
0

xx xf x
a x

  
 

在 0x  处连续，则 a = ．

2. 设函数 f (x)可导，y = f (sin2x)，则 dy = ．

3．函数 f (x) = ex的３阶麦克劳林公式为 ．

4．质点以速度 tsint2(米秒)做直线运动，则从时刻 1 2
t 
 (秒)到 2t  (秒)内质点所经过的路

程等于＿＿＿(米)．

5．以 y1 = cos2x, y2 = sin2x为特解的常系数齐次线性微分方程为＿＿＿＿．

三、（８分）设函数

2 1sin 0
( )

sin 0

x x
f x x

x x x

  
 

，求 f (x).

四、计算下列各题（本题共 6 小题，每小题 6 分，共计 36 分）．

1. lim ( arctan )
2x

x x


 .

2.
2

2
d

4
x x
x .

3. 设函数 y = y(x)由 y = 1 + xey确定，求
2

2

d
d
y
x

．

4. 设函数 f (x)连续，且
3 1

0
( )d

x
f x x x


 ，求 f (7)．
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5. 4 cosy y x x   的通解．

五、(8 分)求解微分方程的初值问题：

2(1 ) 2
(0) 1, (0) 3   

x y xy
y y

   
  

．

六、（８分）设函数
, 0

( )
1 , 0

xxe x
f x

x x

 
 

 
，计算

2

0
( 1)df x x .

七、（８分）在抛物线 y = – x2 + 1(x > 0)上求一点 P, 过 P点作抛物线的切线，使此切线与抛

物线及两坐标轴所围成的面积最小．

八、(8 分)设函数 f (x)在[1, +)上连续，由曲线 y = f (x),直线 x = 1, x = t (t > 1)与 x轴所围成平

面图形绕 x轴旋转一周形成旋转体的体积为

2( ) [ ( ) (1)]
3

V t t f t f
  ，

又已知
2(2)
9

f  ，求 f (x).

九、（６分）设函数 y = ( )f x 在(1, 1)内具有二阶连续导数且 ( ) 0f x  ，

(1)证明对于(1, 1)内任一 x  0, 存在惟一的 (x)  (0, 1),使
f (x) = f (0) + xf [ (x)x]

成立；

(2)求
0

lim ( )
x

x


．
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一、1. B. 2. A. 3. B. 4.C. 5. D

二、1.
1
2a e


 .

2. 3sin 2 (sin )dy xf x dx .

3.
2 3

3( ) 1 ( )
2 6
x xf x x o x     .

4.
1
2

.

5. y + 4y = 0.

三、

1 12 sin cos , 0

( ) sin cos , 0
0 0

x x
x x

f x x x x x
x

  


   
 


四、1. １.

2. 22arcsin 4
2 2
x x x C   ,

3.
2 2

2 3

(3 )
(2 )

yd y e y
dx y





,

4.
1(7)

12
f 

五. y = x3 + 3x + 1.

六. 13 2
2

e 。

七.
3 2( , )

3 3
P

八． 31
xy
x






东北大学数学基石爱好者协会，群号：260288156 27

东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2010.1

一、单项选择题（本题共 5 小题，每小题 4 分，共计 20 分）

1． .sin

1

2)(0 1 ）间断点的（是函数
x
x

e
xfx

x




 ， [ ]．

(A) 可去；(B) 跳跃；(C) 振荡； (D) 无穷．

2．若 xxf 2)(  ，则 )()]()2()1(ln[lim 2 
 n

nfff
n

 [ ]．

(A) 2ln ； (B)
2
2ln
；(C) 1； (D)

2
e

3．函数 tdtexf
x

x

t cos)( sin








，则 )(xf [ ]．

(A) 正常数； (B) 负常数； (C) 恒为零； (D) 非常数．

4 ． 设 21 , yy 是 二 阶 线 性 方 程 0)()(  yxqyxpy 的 两 个 解 ， 那 么

是任意常数）,,( 212211 CCyCyCy  是该方程通解的充分必要条件是 [ ]．

(A) 02121  yyyy ； (B) 02121  yyyy ；

(C) 02121  yyyy ； (D) 02121  yyyy ．

5.若 ，能使不等式上有二阶导数，且在 0)(],[)( xfbaxf

2
)()()()())(( bfafabdxxfabbf

b

a


  成立的是[ ]．

(A) 0)(,0)(  xfxf ； (B) 0)(,0)(  xfxf ；

(C) 0)(,0)(  xfxf ； (D) 0)(,0)(  xfxf ．

二、填空题（本题共 6 小题，每小题 4 分，共计 24 分）

1. 若函数 ____________0
0,

0,)1(
)(

1













 ax

xa

xx
xf

x

处连续，则在 。

2. 函数 ____________)
2

,0(
2
3sin

2
)( 内的极小值为在


 xxxf 、

3．函数 f (x)在(, )是可导的偶函数，且
0

(3 ) (3)lim 1,
2

 


x

f x f
x

则 y = f (x)在

点(3, f (3))处的切线斜率为 ．

4．若 4

0

1( )
2


x
f t dt x ，则 f (1) =＿＿＿．

5．若 f (x)在[ , ]
2 2
 

 上连续，则 22

2

[ ( ) ( )]sin





   f x f x xdx ＿＿＿．

6．若方程 y + y tanx = 2cos2x有一个特解 y = f (x), 且 f (0) = 0, 则
0

( )lim



x

f x
x

＿＿＿．

三、计算下列各题（本题共 6 小题，每小题 6 分，共计 36 分）．

1. 若
2

2 2 arcsin
2 2

  
x a xy a x

a
(a > 0), 求

dy
dx

.

2. 求极限 2 3 1lim( sin )



x

x x
x

.

3. 计算不定积分 2(arcsin ) x dx．
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4. 计算定积分
5

0

1 d
3 1



x x
x

．

5. 若

3

3

2 cos ,

2 sin ,    

 

 

x t

y x
，求

2

2

4


t

d y
dx

6. 如果 y = f (x)满足
2

1 ( )
2


    


xy x o x
x x

，且 f (1) = 1, 求 f (x)．

四、(8 分)摆线
( sin ),
(1 cos ),

 
  

x a t t
y a t

(a > 0)的第一拱(0  t  2), 求(1)该摆线的弧长(2)

该摆线与 x轴围成的平面图形绕 x轴旋转一周所得立体的体积．

五、（８分）若 (x)连续，且满足方程
0 0

( ) e ( ) ( )     
x xxx t t dt x t dt，(1)写出与

该方程等价的二阶微分方程初值问题；(2)求 (x).

六、（4 分）若 f (x)在[0, a]上连续，且
0

( ) 0
a
f x dx ，证明至少存在一点(0, a)，

使得
0

( ) ( ) 0


  f f x dx .
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一、1. 【解】应选择 A

因为 112sin

1

2lim)00( 10




















 x

x

e
f

x
x

，

110sin

1

2lim)00( 10




















 x

x

e
f

x
x

)00()00(  ff .

.)(0 的可去间断点是所以 xfx 

2. 【解】应选择 B

2

)]()2()1(ln[lim
n

nfff
n




=
n

n
n

n

)222ln(1

lim

2 


=

n
n

n

)2ln2ln2(ln1

lim

2 





= )2ln2ln2(ln1lim
21

n
n

nn
n n




 = 


 








n

k

n
k

n n1

12lnlim = dxx
1

0
2ln =

2
2ln

3. 【解】应选择 C

 








x

x

t tdtexf cos)( sin 
2

0

sin sin tde t =   0112
0

sin 
te

或

)cos()cos(cos)( )sin()sin(sin  


 

 xexetdte
dx
dxf xxx

x

t

)cos()cos( sinsin xexe xx   =0 )()( fCxf  = 
2

0

sin sin tde t =0

4. 【解】应选择 D

是任意常数）,,( 212211 CCyCyCy  是 该 方 程 通 解 的 充 分 必 要 条 件 是

00
)(

0, 21212
2

2121

2

1

2

1
21 














 yyyy

y
yyyy

y
y

C
y
y

yy 线性无关

5. 【解】应选择 D

为高的矩形面积为底，是以 )()())(( bfababbf  .

为底的曲边梯形面积是以 )()( abdxxf
b

a


为高的梯形面积分别为上底和下底，以，是以 )()()(
2

)()()( abbfafbfafab 


 二、

1. 【解】应填 e

处连续在 0
0,

0,)1(
)(

1













 x

xa

xx
xf

x

)0()1(lim
1

0
fx x

x



ea 

2. 【解】应填
6


0
2
3)

3
(,sin)(.

3
0)(,cos

2
1)(   fxxfxxfxxf ，得驻点令

6
)

3
(

3
)( 

 fxxf 处取得极小值在

3. 【解】应填 2

)()()( xfxfxf 是可导的偶函数，

1
2

)3()3(
lim

0



 x

fxf
x

)3(
2
1

2
)3()3(

lim1
0







f
x

fxf
x

2)3(  f

或
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).()()(),()( xfxxfxxfxf  求导得两边对

为奇函数)().()( xfxfxf  2)3(2)3(  ff ，故而

4. 【解】应填 2

34

0
2)(,

2
1)( xxfxxtdtf

x
 得求导两端对

2)1(,1  fx 有令 。

5. 【解】应填 0

)()()( xfxfxF 令 ， )()()()( xFxfxfxF  ； 为奇函数)(xF

所以 22

2

[ ( ) ( )]sin





   f x f x xdx 0

6. 【解】应填-2

)2cos2()(
tantan

 


Cdxxeexfy
xdxxdx = 











  Cdx

x
xx

cos
1cos22cos

2

= Cxxxxx  tanseclncos2sincos4

0C0)0(  代入上式得f

x
xxxxx

x
xf

xx

tanseclncos2sincos4
lim

)(
lim

00





=-2

三、

1. 【解】

a

a
x

a

xa

xxxa
dx
dy 1

1

1
222

1
2

2

22

22















22

22

2

22

22 1
222

1 xa
xa

a

xa

xxxa 








2 【解】

3

0

3

0

32

0 1

1sin1

lim1sin1lim1sinlim

x

xx
xx

x
x

xx
xxx









 






 



2030 3
cos1limsinlim

1
t

t
t

tt
xxx

t 







 2

2

0 3
2lim
t

t

x
 =

6
1

3. 【解法一】




 dx
x

xxxxdxx
2

22

1
1arcsin2)(arcsin)(arcsin

  22 1arcsin2)(arcsin xxdxx

 dxxxxx 2arcsin12)(arcsin 22

Cxxxxx  2arcsin12)(arcsin 22

【解法二】 sintarcsin  xxt ，设

costdtt)(arcsin 22  dxx
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dsintt 2   tdtttt 2sinsin2

 ttdtt cos2sin2

dtttttt  cos2cos2sin2

Cttttt  sin2cos2sin2

Cxxxxx  2arcsin12)(arcsin 22

4. 【解】

 
tdt

t

t
dx

x
xxt 









4

1

2
5

0

11
3
1

3
2

13
113 ，则设

 
4

1

34

1

2 2
39

22
9
2









  ttdtt =6

5. 【解】

t
tt
tt

t
t

dx
dy

tan
)sin(cos23

cossin23
)cos2(
)sin2(

2

2

3

3








 

tt
tt

t
ta
t

dx
yd

cscsec
23

1
sincos23

sec
)cos(
)tan( 4

2

2

32

2












 
3
422

23
1 4

4
2

2





tdx
yd

6． 【解法一】

dx
xx

x
dx

xx

xdy
22 22

)22(

2

1











)2(
22

)2( 2

2

2

Cxxd
xx

xxd





 ，

Cxxy  22 .

【解法二】 dx
x

xdx
xx

xy 










22 )1(1

1

2

1

Ctdtttd
t

t



  cossinsin

)(sin1
sin

2
Cxx  22 ,

1)1( f 代入得 C=2 所以 222)( xxxf  .

四、【解】（1）
弧长元素为

dttatads 2222 sin)cos1(  dtta )cos1(2  dtta
2

sin2 

所求弧长为





2

0 2
sin2 dtas 2

0]
2

cos2[2 ta  8a

（2）所给图形绕 x轴旋转而成的旋转体的体积为


a

x dxyV



2

0

2
 




2

0
22 )cos1()cos1( dttata

 



 dtta 33 )cos1( 




0

323 )
2

sin2(2 dtta

  2
0

63 2sin16


 duua

=
22

1
4
3

6
532 3 

 a

5 2a 3
五、【解】 等式两边对 x求导得
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xx dttex

0
)()(  

再求导得微分方程

(x)ex(x)
即(x)(x)ex
又(0)=1， (0)1x

)(xy 设 ，则等价的二阶微分方程初值问题为








1)0(,1)0( yy
eyy x

对应齐次方程的特征方程为

r210
其根为 r1 2i 故对应的齐次方程的通解为

yC1cos xC2sin x

易知 x
p ey

2
1

 是非齐次方程的一个特解

故非齐次方程的通解为

xexCxCy
2
1sincos 21  

由 y(0)=1 y(0)1得
2
1

21 CC 

因此

)sin(cos
2
1)( xexxxy   

六、【证明】

设 
xx dttfexF

0
)()( ，则 可导连续，在在 ),0(],0[)( aaxF






    xxxxx dttfxfexfedttfexF

00
)()()()()(

0)()0(  aFF

由 Rolle 定理 使至少存在一点 ),0( a 0)()()(
0






     dttffeF

0)()(
0

 


 dttff即 .
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2011.1

一、单项选择题（在每小题的四个备选答案中选出一个正确答案，填在题末的括号

中. 共 5 小题, 每小题 4 分, 计 20 分).

1. 0x 是函数
x

xx
xf

sin)1(
)(


 的 [ ].

(A) 可去间断点； (B) 跳跃间断点；

(C) 振荡间断点； (D) 无穷间断点.
2. 下列结论中，正确的是 [ ].
(A) 有界数列必收敛； (B) 单调数列必收敛；

(C) 收敛数列必有界； (D) 收敛数列必单调.

3. 设 xxx xCCyCC eee, 2
2121  则函数是任意常数和 满足的微分方程是[ ].

(A) xyyy e32  ； (B) xxyyy e32  ；

(C) xxyyy e32  ； (D) xyyy e32  .

4. 设函数 ),()( 在xf 内连续,其导函数 )(xf  图形如图所示, 则 f(x)有[ ]

(A) 一个极小值点和两个极大值点；

B) 两个极小值点和一个极大值点

(C) 三个极小值点和一个极大值点； (D) 两个极小值点和两个极大值点.

5. 设 )(xf  连续， dttftxxFff
x

)()()(,0)0(,0)0(
0

22  ,且当 kxxFx 与时 )(,0 

是同阶无穷小, 则 k= [ ].
(A) 1； (B) 2； (C) 3； (D) 4.

二、填空题（将正确答案填在横线上, 共 5 小题, 每小题 4 分, 计 20 分).

1. 设 y = )1(,ln )(nyx _______________.

2.  


dx
x

x

2e1
e ______________.

3.  


1

1

2 )cos( xdxxx =_____________.

4. 曲线 )0(
1

1
2 


 x

x
y 与 x轴, y轴所围成的开口图形的面积为________.

5. 水坝中有一直立矩型闸门, 宽为 3 米, 高为 4 米.闸门的上边平行于水面,顶部与水

面相齐, 则闸门所受到的水压力为____________.

三、解答下列各题(共 4 小题，每小题 6 分,共 24 分).

1.求极限
0

lim
x 2sin

cossin1
x

xxx 

2. 求函数
ln(1 ),    0

( )
sin ,          0

x x
f x

x x
 

  
的导数.

3.
2ln(1 )

arctan
x t
y t t

  


 
求





12

2

tdx
yd
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4. 确定曲线
2

0
( ) ( 1)( 2)

x
f x t t dt   的凹凸区间与拐点.

四、求下列积分 (共 2小题，每小题 6 分,共 12 分).

1. xdxx cos2 .

2. 求  
1

0

24 1 dxxx .

五、解微分方程(共 2 小题，每小题 6 分,共 12 分).

1.求解初值问题









.2)1(,1)1(
2 3

yy
xyyx

2. 求 xyyy sin23  的通解.

六(8 分)、求单位球的内接正圆锥体的最大体积以及取得最大体积时锥体的高.

七、(4 分) 设 f(x)在[0, 1]上可微, 且   2
1

0

1 )(e2)1( dxxff
2x ,证明在(0, 1)内至少有一

点 ,使 )(2)(  ff  .
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一、1. 【解】应选择 B;

1sin)1(lim)(lim)00(
00





  x

xxxff
xx

1sin)1(lim)(lim)00(
00






  x

xxxff
xx

0x 是函数 )(xf 的跳跃间断点。

2. 【解】应选择 C;

数列有界是数列收敛的必要条件

3. 【解】应选择 A;

对应齐次方程的通解

xx CCy 2
21 ee 

特征根 2,1 21  rr 特征方程 022  rr

齐次方程 02  yyy

非齐次方程的特解 x
h xey 

非齐次方程 xxeyyy 32 

4. 【解】应选择 D;
由函数取极值的第一充分条件可得

5. 【解】应选择 C.







   dttftdttfxxF

xx
)()()(

0

2

0

2 )()()(2 2

0

2 xfxxfxdttfx
x

  
x

dttfx
0

)(2

由题设有（其中 C 为常数）

30201
0

0

0

00 )2)(1(
)(lim2

)1(
)(lim2

)(
lim2

)(
lim)(lim

 








 
kxkxk

x

xk

x

xkx xkk
xf

xk
xf

x

dttf

x

dttf

x
xFC

故 3k

二、1. 【解】应填 )!1()1( 1   nn .

n

n
n

x
n

y
x

y
x

y
)!1()1(1,1 1

)(
2






 , )!1()1()1( 1)(   ny nn

2. 【解】应填 Cx arcsine

 


dx
x

x

2e1

e

  


2e1

e
x

xd Ce x arcsin .

3. 【解】应填
3
2

 


1

1

2 )cos( xdxxx =  


1

1

21

1

2 cos dxxxdxx .=
3
21

1

2  
dxx

4. 【解】应填
2


 
2

arctan
1

1
00 2





 

 xdx
x

A

5. 【解】应填 24g (kN)或 235.2(kN) .

)(24
2

33
4

0

24

0
kNgxggxdxP 








 

三、

1. 【解】 求极限 20

1 sin coslim
sinx

x x x
x

  .

原极限=
0

lim
x 2 2

1 sin cos 1
1 sin cos

x x x
x x x x
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=
2
1

0
lim
x 2

1 cos sinx x
x

 

=
2
1 ( 20 0

1 cos sinlim lim
x x

x x
x x 


 )= 3

4

2.【解】 0x  时，
1( )

1
f x

x
  



0x  时， ( ) cos ,f x x 

0 0

sin sin 0lim ( ) lim 1
x x

xf x
x  


  ， (0) 1f 

0 0 0

( ) (0) ln(1 ) sin 0lim ( ) lim lim 1
x x x

f x f xf x
x x    

  
   

(0) 1 (0)f f    

(0)f  不存在.

所以
1 ,    0

( ) 1
cos ,     0

x
f x x

x x

   
 

3. 【解】

2

2

11
1
2 2

1

dy
dy tdt t

dx tdx
dt t


  



,

2 2

2

2

( ) 12
2 4

1

t
t

d y t
tdx t
t

 
 



2

12

1
2t

d y
dx   .

4. 【解】

2)2)(1()(  xxxf , )2)(43()(  xxxf

令 2,
3
4,0)( 21  xxxf 得

当 0)(,
3
4

 xfx 时 , 曲线为凹弧, 当 0)(,2
3
4

 xfx 时 ,曲线为凸弧,

当 0)(,
3
4

 xfx 时 ,曲线为凹弧.

所以曲线有拐点

))2(,2()),
3
4(,

3
4( ff .

81
121)2)(1()

3
4( 3

4

0

2

(

  dxxxf

3
4)2)(1()2(

2

0

2
(

  dxxxf

即拐点为 )
3
4,2(,)

81
121,

3
4(  和

四、

1. 【解】: xdxx cos2 = xdxxxx sin2sin2 

= xdxxxxx cos2cos2sin2 

= Cxxxxx  sin2cos2sin2

2【解】设 sinx = t, 则有

dtttdxxx   2
0

241

0

24 cossin1


= dttt 2
0

24 )sin1(sin


= dtt 2
0

4sin


dtt 2
0

6sin



22

1
4
3 

3222
1

4
3

6
5 

 .
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五、1.【解】: 设 221, xp
x

ppy  方程化为

这是一阶线性方程, 有















 1

1
2

1

e2e Cdxxp
dx
x

dx
x

 1
ln2ln 1

e2e Cdxx xx 


 





   1

2 12 Cdx
x

xx

 12 Cdxxx   = )( 1
2 Cxx 

由 1,2)1( 1  Cy 得 , 即 xxy  3 ,所以有

4
1,1)1(,

24 22

24

 CyCxxy 得由

即所求特解为
4
1

24

24


xxy .

2. 【解】: 2,1,023 21
2  rrrr 得特征根为 ,

故齐次方程 xx
h CCyyyy 2

21 ee023  的通解是

非齐次方程的特解为

xBxAy p sincos  ,

将其代入到原方程中, 得

xxBAxBA sinsin)3(cos)3(  , 得
10
1,

10
3

 BA

即 xxy p sin
10
1cos

10
3

 .

故所求方程的通解为

xx CCy 2
21 ee  + xx sin

10
1cos

10
3



六【解】: 设球心到锥体底面垂线长为 x ,则圆锥体的高为 1+ x, 圆锥体的半径

为

21 x ,故圆锥体体积为

)10(,)1)(1(
3

)1()1(
3

222  xxxxxV 

),(1,
3
1,0),31)(1(

3
舍去得令  xxVxxV 

由于在(0, 1)内, 只有唯一一个驻点, 且所求的最大值存在, 故该驻点
3
1

x 就是所求

的最大值点. 最大值为


81
32)

3
1(max  VV ,

此时圆锥体的高为
3
4 .

七、【证】.

: 设 )(e)( 1 xfxF
2x , 则 )1()1( fF 

因为 )(e1 xf
2x 在[0,

2
1 ]上连续,由积分中值定理, 在 至少有一点]

2
1,0[ ,使

)(e
2
12)(e2 12

1

0

1  fdxxf
22x   ),()(e1  Ff

2

  2 分

即 )()1( FF  , 由所给条件知道 F(x)在上 ]1,[ 满足 Rolle 定理条件,由 Rolle 定理,

在 0)(,)1,0()1,(   F使内至少有一点 ,即

 


 x
x xfF
2

))((e)( 1 0)(e)()2(e 11     ff
22 .

移项整理后即得 )(2)(  ff  .
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2012.1

一、单项选择题（本题共 3 小题，每小题 4 分，共计 12 分）

1. 若 ( )f x 在 ( , )  内可微 ,当 0x  时 ,在任意点 x处的 y dy  是关于 x 的

[ ] .
(A)高阶无穷小； (B)等价无穷小； (C)同阶无穷小； (D) 低阶无穷小.

2. 1
15

1 1
1lim 

 
 x

x
e

x
x

[ ].

(A) 等于 5； (B) 等于 0；(C) 为； (D) 不存在但不为 .

3. 2
0

tan (1 cos )lim 2
ln(1 2 ) (1 )xx

a x b x
c x d e 

 


  
,其中 2 2 0a c  ,则必有 [ ].

(A) 4b d ； (B) 4b d  ； (C) 4a c ； (D) 4a c  .

二、计算下列各题 （本题共 7 小题，每小题 7 分，共计 49 分）

1. 求星形线
3

3

cos
sin

x a t
y a t

 



在

6
t 
 时的切线方程.

2. 求
2 2

dx
x a （ 0a  ）.

3. 求 4

2
  

0

2

coslim
x
ex

x

x







4 .求解初值问题:











 00 yy

ky
dt
dy

t

.

5 设 ],[)( aaCxf  ( 0)a  ,证明:  
0

( ) ( ) ( )
a a

a
f x dx f x f x dx


    ,

并计算 4

4 1 sin
dx

x




  .

6. 确定常数 a和b ,使得当 0x 时, ( ) ( cos )sinf x x a b x x   是关于 x的5阶无穷小.
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7. 求序列1, 2 , 3 3 ,… , n n ,…的最大项.

三、(8 分)计算由椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

  所围平面图形绕 x轴旋转一周而成的椭球体的体

积.

四、(8 分) 函数
2

1

0( )
0, 0

xe xf x
x

    
   

,判断函数 ( )f x 在 0x  处是否可导，如

不可导请给出理由;如可导,请求出一阶和二阶导数,并对 ( 3)n n  阶导数值给出猜测.

五、（8 分）设物体 A从点 (0,1) 出发以常速度 v沿 y轴正向运动,物体B以常速度

2v从点 ( 1,0) 与 A同时出发,方向始终指向 A ,建立物体 B运动轨迹所满足的微分方

程.

六、(5 分) 证明:对于每个正整数 n，
2 1 2 1

2 22 1 2 1( ) 1 3 5 (2 1) ( )
n nn nn

e e

  
      

七、（5 分） ( )f x 是一个系数为正的最高阶为偶数的多项式,并且对任意实数 x，

0)()(  xfxf . 证明:对任意实数 x， ( ) 0f x  .

八、(5 分)对任意一个定义在 0,1 上的连续函数 ( )f x ,定义
1 2

0
( ) ( )A f x f x dx  ，

1 2

0
( ) ( ( ))B f x f x dx  . 求:当 ( )f x 取遍所有连续函数时, ( ) ( )A f B f 的最大值.
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一 1.【解】应选择 A.

解因为函数可微，所以 )( xodyy 

2．【解】应选择 C





 











1
1

234

1

1
15

1

1
1

1
)1(lim

1
1lim,lim x

x

x

x

x

x
exxxxe

x
xe

3．【解】应选择 D

ca
c
a

x
ed

x
xc

x
xb

x
xa

edxc
xbxa

xxxx
4

2)1()21ln(

)cos1(tan

lim
)1()21ln(

)cos1(tanlim 22 00



















二、1【解】

切点的横坐标和纵坐标分别为

3
0

3 3cos
6 8

x a a
  ;和 3

0 sin
6 8

ay a 
  ;

为求切线的斜率，先求
dy
dx

;

3 2

2

( sin ) 3 sin cos tan
( cos ) 3 cos sint

dy d a t a t t t
dx d a a t t

    


;

在
6

t 
 时

dy
dx

之值为：

6

3tan
6 3t

dy
dx 





    ;

此即所求切线的斜率，因此切线方程为：

3 3 3( )
8 3 8
ay x a   

2. 【解】

设 tanx a t ;
2 2

t 
   ,那么

2 2 2 2 2 2 2tan 1 tan sec , secx a a a t a t a t dx a tdt      

于是

2

2 2

sec sec
sec

ln sec tan

dx a t dt tdt
a tx a

t t C

 


  

  

为了求 sec t ,根据 tan xt
a

 做辅助三角形; 因为
2 2

sec , tanx a xt t
a a


  ,所以

 

2 2

2 2

2 2
1

ln sec tan

ln

ln ;

dx t t C
x a

x x a C
a a

x x a C

  


 
    

 

   



其中 1 lnC C a  .

3. 【解】

分母是
4x ,只须将分子中的 cos x与

2

2
x

e


写成四阶 Maclaurin 公式(用 Peano 余项形式)
由

 5
42

!4!2
1cos xoxxx 

 4
222

2

2!2
1

2
1

2

xoxxe
x













得 4

2
  

0

2

coslim
x
ex

x

x






   

4

4
42

5
42

0

82
1

242
1

lim
x

xoxxxoxx

x
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12
112lim 4

4
4

0





 x

xox

x

4. 【解】

方程变形为 0 ky
dx
dy

其解为
kxCey 

由 00 yy t  得 0yC 

kxeyy 0

5. 【解】 xdxfdxxfxdxf
a

a

a

a  


0

0
)()()(

令 xt  ，有

dxxfdttfdttfdxxf
aa

aa  
 00

00
)()()()()(

则

 


aa

a
dxxfxfxdxf

0
)]()([)(

dx
xxx

dx ]
sin1
1

sin1
1[

sin1
4

0
4

4 





 




dx
x

dx
x 2

4
02

4
0 cos

2
sin1
2

 





  2tan2 4
0 


x
6 .【解】 解 f(x)是有任意阶导数的, 它的 5 阶麦克劳公式为

 5
53

!5!3
sin xoxxxx 

     5
53

!5
2

!3
222sin xoxxxx 

xbxaxxf 2sin
2
1sin)( 

       
















 5

53
5

53

!5
2

!3
22

2!5!3
xoxxxbxoxxxax

)(
!5
16

!3
4)1( 553 xoxbaxbaxba 





 .

要使 f(x)x(ab cos x)sin x为当 x0 时是关于 x的 5 阶无穷小, 就是要使极限

])(
!5
16

!3
41[lim)(lim 5

5

24050 x
xoba

x
ba

x
ba

x
xf

xx













存在且不为 0. 为此令







04

01
ba
ba

,

解之得
3
4

a ,
3
1

b .

7. 【解】解 令 xx xxxf
1

)(  (x1), 则

x
x

xf ln1)(ln  ,

)ln1(1ln11)(
)(

1
222 x
x

x
xx

xf
xf

 ,

)ln1()(
21

xxxf x 


.

令 f (x)0, 得唯一驻点 xe .
因为当 0xe时, f (x)0; 当 xe时, f (x)0, 所以唯一驻点 xe为最大值点.

2893,32 6
1

6
1

3  e .

因此所求最大项为 33 3}3 ,2max{ 

三、【解】
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椭球体可以看成是由上半椭圆  2 2by a x a x a
a

     与 x轴所围平面图形绕 x轴旋转

一周所得的立体.

取 x为积分变量,则  ,x a a  ,过 ,a a 上任一点 x ,做垂直与 x轴的平面,截旋转体所得的

截面面积
2( ) ( )A x y x .于是

 
2

2 2 2
20 0

2
2 3 2

2
0

( ) 2 2

1 42
3 3

a a a

a

a

bV A x dx y dx a x dx
a

b a x x ab
a

 

 


   

     

  

四、【解】 0lim

1

lim0lim 2

2

2

1  0

1  

0







 tt
x

x

x

x e
t

e

x
x

e ,   .0 xf所以，

  22
1  

3
1  

20 xx exexfx


















 时，

    0lim

1

lim02lim0lim 2

2

2 4

1  

4

0

1  
3

00











 tt
x

x

x

xx e
t

e

x
x
ex

x
fxf ,   .0 xf所以，

    .0xf n可以猜测，

五、【解】

设时刻 t ,物体 B位于  ,P x y 处, ( )y y x 为轨迹方程,则 A的位置在 (0, 1)Q vt  ,过  ,P x y

的切线方程为

' ( )Y y y X x  

将Q点坐标代入,得:

'1 (0 )vt y y x   

即
'1vt y xy  

又
'2

1
2 1

x
vt y dx


  ,代入上式,两边再求导得:

' ' '22 1 0xy y   

所求的方程为:

 
 

' ' '2

'

2 1 0
1 0

1 1

xy y
y

y

   
  
  

六、【证明】    12ln5ln3ln1ln]12531ln[  nn 

 ]12ln25ln23ln21ln2[
2
1

 n

      ]13[ln3]112[ln12lnln 12
3

12

3
 

 nnxxxxdx nn

  





 


e
nn 12ln12

 ]12ln25ln23ln21ln2[
2
1

 n

      1]112[ln12lnln 12
1

12

1
 

 nnxxxxdx nn   





 


e
nn 12ln12

因此， 





 


2

12

12ln
n

e
n  ]12531ln[  n

2
12

12ln








 



n

e
n

七、【证明】反证法，设存在一点   .0, 00 xfx
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因  xf 是一个系数为正的最高阶为偶数的多项式，则

  .lim 


xf
x

  .lim 


xf
x

，因此，  xf 的最小值小于 0.

设  .1xf 是  xf 的最小值 .因  xf 有二阶导数，所以

  0.1  xf     0.11  xfxf ,与对任意实数 x，     0.  xfxf 矛盾，

因此，对任意实数 x，   0. xf .

八、【证明】          dxxfxxfxfBfA 221

0
       dxxxfxfx   21

0

  dxxxfxx }
4

]
2

[{
3

21

0
 

  ，当 0]
2

[ 2  xfx
即  

2
xxf  时，   dxxxfxx }

4
]

2
[{

3
21

0
 取得最大值，

即    fBfA  取得最大值，最大值 M=
16
1

4

31

0
 dxx .
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷（无答案）

2013.01.08
一、单项选择题

1．当 x 0 时，下列 4 个无穷小中比其它 3 个更高阶的无穷小是[ ]

(A) ln(1 )x ； (B) e 1x ；(C) tan sinx x ；(D) 1 cos x 。

2．设

3

2

1( ) 3
1

x xf x
x x


 

 

，则 f (x)在 x = 1 处[ ]

(A)左、右导数都存在； (B) 左导数存在，但右导数不存在；

(C) 右导数存在，但左导数不存在； (D) 左、右导数都存在。

3．设 C为任意实数，F (x) = f (x), 则下列各式中正确的是[ ]

(A) ( ) ( )F x dx f x C   ； (B) ( ) ( )f x dx F x C  ；

(C) ( ) ( )d f x dx f x C
dx

  ；(D) ( ) ( )f x dx F x C   。

4．方程 e e 4 cosx x x   在(, +)内[ ]

(A)无实根；(B)有且仅有一个实根；(C) 有且仅有两个实根；(D) 有无穷多个实根。

5．微分方程 y  + y = sinx的一个特解的形式为[ ]
(A) sinAx x；(B) cos sinA x B x ；(C) cos sinAx x B x ；(D) cos sinAx x Bx x 。

二、填空题

1．已知

1 1sin sin 0
( )

0

x x x
f x x x

b x

   
 

在 0x  处连续，则 b=

2．曲线 y = lnx在点 处的切线平行于 y = 2x  3.

3．已知 F(x)是 sinx2 的一个原函数，则
2( ( ))d F x =

4．微分方程 10 25 0y y y    的通解是 。

5．设 ( ) lim
x

x

x tf x t
x t

    
，则 (0)f  = 。

三、计算题

1．求 2

2

ln sinlim
( 2 )x

x
x  

。

2．设

3

3

cos
sin

x a t
y a t

 



，求

2

2

d y
dx

。

3．已知方程
2

2

1 0
cos

y x x xtx e dt tdt
 

   确定函数 y = y(x)，求
0x

dy
dx 

。

四、计算积分

1．求
2cosx xdx 。

2．求
21

1 2
2

1 x dx
x


 。

五、求曲线
2 1y x

x
  的凹凸区间、拐点及渐近线。

六、一密度为 2.5103（单位：kg/m3），底半径为 r(单位：m)，高为 h(单位：m)的金属圆柱体放

入水中，上底面与水面相切，求将这个圆柱体捞出水面所做的功。

七、设函数 f (x)满足方程
2( ) 3 ( ) 6xf x f x x    ，且由曲线 y = f (x)，直线 x = 1 与 x轴围成的

平面图形 D 绕 x轴旋转一周所得旋转体的体积最小，试求 D 的面积。

八、设函数 f (x)在[0, 1]上非负连续，证明：

(1)存在 0 (0,1)x  ，使在 0[0, ]x 上以 f (x0)为高的矩形面积 S1等于在 0[ ,1]x 上以 y = f (x)为曲边

的曲边梯形面积 S2。

(2)若函数 f (x )在(0, 1)内可导，且
2 ( )( ) f xf x
x

   ，则(1)中的 x0是唯一的。
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2014.01.13
一 单项选择题（每小题 4 分，共 24 分）

1 若函数 )(xf 满足
)()(' xfexf  ，且 1)0( f ，则 )0()(nf （ ）.

A:
nen  )!1( , B:

nen ! , C:
1)!1(  nen , D:

1!  nen .

2 对于积分
2 sin sin

0
(2 2 ) ,x xI dx

   则 I （ ）.

A：= 2 B: 0 C： 0 D： 0 .

3 设














11

1
)(

,
,

2

3

xxx

xx
xf ，则 )(xf 在 ]20[ ， 上满足的 Lagrange 中值定理的 =

（ ）.

A：
2
3
, B：

4
7
, C：

2
3

或
4
7
, D：

2
3

 或
4
7
.

4 极限 



)1ln(
1

0
)sin(lim xx

x x
x

（ ）.

A： 6
1

e B： 6
1

e C： 3
1

e D： 3
1

e

5 若 )(xf 连续，且  
0

1
0)( dxxxf ,

1

0
( ) 0xf x dx  , 则（ ）.

A：当 )1,1(x 时， 0)( xf ， B：当 )1,1(x 时， 0)( xf ，

C： )(xf 在 )1,1( 至少有一个零点. D: )(xf 在 )1,1( 必无零点.

6 若函数 dttfxtxF
x

)()2()(
0

  ， 其中 )(xf 在 )1,1( 二阶可导，

并且 0)(' xf ，当 )1,1(x 时, 则（ ）.

A: )(xF 在 0x 取极大值 ; B: )(xF 在 0x 取极小值 ;

C: )(xF 在 0x 不取极值 , 点 ），00( 也不是曲线 )(xFy  的拐点；

D: )(xF 在 0x 不取极值, 但是点 ）0,0( 是曲线 )(xFy  的拐点.

二 填空题（每小题 4 分，共 24 分）

7 函数
3 2( ) 6 1f x x x   在 ( 1,1)x  的极大值是 （ ）.

8 反常积分 



dx

xx2 1
1

（ ）.

9 曲线
22 )3(  xky 在拐点处的法线经过原点，则常数 2k （ ）.

10 曲线 
x

tdty
0

tan 位于
4

0 
 x 的弧长是（ ）.

11 若 ( ), ( )f x g x 在 ( , )  连续，且
2

0
( ) ( ) 10 ,g x f x dx x 

则
1 2

0 0
( ) ( )g x dx f x dx   （ ）.

12 若二阶常系数线性非齐次方程 )('" xfqypyy  的三个解是：

)( 2
1

xx eexy   ，
xx exey 2

2
  ，

xx exxey 2
3 )1(   ，

则 qp 42  ＝（ ）.

三 解答下列各题，应有必要的步骤或说明（共 52 分）

13 （8分）求
)sin(

1)(
2

x
xxf







的间断点，并指出其类型.
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14 （8 分）若 ( )f x 非负连续，且
4

0
( ) ( ) sin ,

x
f x f x t dt x   求 ( )

2
f 

的值.

15 （8 分） 确定 ,,ba 的值，使得 xxbxaxxf 2
234

)( 23
4

 在 2x 处

取极值，在 x （ 2 ）处使 0)(' f ，但 )(f 不是极值.

16 （8 分）求解二阶初值问题：



















0)0('

0)0(

)2cos(
2
14"

y

y

xxyy

.

17 （8 分）设

21

1

, 0
( )

0,

t

x
e d t x

f x
e x





  
 


,

计算 dxxfx )1()1(
0

2

2  .

18 （8 分）求在上半平面由曲线 x y ，
22y x  和 y x  所围成

的平面图形，

（1） 面积,（2）围绕 y 轴旋转一周的立体体积.

19 （4 分）若 x[0，1]时， "( ) 0f x  ，证明：对任意正常数 ，
1

0

1( ) ( )
1

f x dx f




 .
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一 A B A B C D ;

二 7: 1, 8:
2


, 9:
32
1

, 10: )12ln(  , 11: 5, 12: 0.

三

13 间断点是 kx  , ( k是整数) ,……….. 2 分


2

cos
2

sin
1 limlim

1

2

1









 x
x

x
x

xx
,…..x=1 是第一类(可去)间断点…. 4 分,


2

cos
2

sin
1 limlim

1

2

1







 x
x

x
x

xx
,….. x= -1 是第一类(可去)间断点…..6 分,




 x
x

kkx sin
12

)1(
lim ,….. kx  1( k )是第二类(无穷)间断点 ….. 8 分.

14 解
0 0

( ) ( )
x x
f x t dt x t u f u du F x    记为 （ ）, ……… 2 分

则 ' ( ) ( )F x f x , 于是

4 4

0
( ) ( ) sin '( ) ( ) sin

x
f x f x t dt x F x F x x      ，

2 4 4

0
( ) 2sin ( ) 2 sin ,

x
dF x xdx F x xdx     ，………4 分

4

4

0

sin( ) '( )

2 sin
x

xf x F x

t d t

  


……………………6 分

取 ,
2

x 
 则

4

42
0

sin 1 82( ) .
2 33 122 sin 4 2 2

f
xdx







  

  
… 8分

15 解 显然 2)(' 23  bxaxxxf …………… 1分

由题意知道
2)()2()('  xxxf ……. 4 分,

比较 223  bxaxx 2)()2(  xx , 则

1,4,22 22   ba ,

3
0
1













b
a


……. 6 分 ,

5
4
1













b
a


…………8分 .

16 解 特征方程 042 r , ir 22,1  ,

齐次方程 04"  yy 的通解是 xCxCyh 2sin2cos 21  ……… 2分

显然非齐次方程 xyy
2
14"  的特解

81
xy p  , ……. 3 分

非齐次方程 xyy 2cos
2
14"  的特解 )2cos2sin(2 xbxaxy p  ,

不难求出 0,
8
1

 ba , 则 xxy p 2sin
82  ……………. 4 分

原方程通解为 xxxxCxCy 2sin
88

2sin2cos 21  …….6 分

代入









0'
0
,0





y
y
x

, 则 01 C ,
16
1

2 C , 所求初值问题是

xxxxy 2sin
88

2sin
16

1



 ,……………………… 8分

17 dxxfx )1()1(
0

2

2 
tx 1令 dttft ）（

1

1

2
……………. 2 分
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= ）（）（
3

31

0

10

1

2 tdtfdtet  


………… 4分

= 
e3

1  
1

0

31

0

3
2

3
1

3
dtettft t ）（）（

= ）（
21

0

2

6
10

3
1 tedt
e



=
1

0

1

0
2 22

6
1

6
1

3
1 tt eet
e

 

=
6
1

. ………. 8 分

18 解

22y x

x y

 



，交点 A (1, 1)，

22y x
y x
 


 

交点 B（-1，1） …………….2 分

(1)
1 2

1

1 51 2(2 )
0 2 2

A x dx x dx
     ………………..6 分

(2)
1 12 3

0 0
2 (2 ) 2yV x x dx x dx     =  ………8 分.

（ 或
1 2

0 1
(2 )yV ydy y dy       …….8 分）

19 证明(法 1) 利用 Taylor 定理

21 1 1 1 1( ) ( ) '( )( ) "( )( )
1 1 1 2! 1

f x f f x f x
   

    
   



1 1 1( ) '( )( )
1 1 1

f f x
  

  
  

………. 2 分

( )f x  1 1 1( ) '( )( )
1 1 1

f f x
  

 
  

……….. 3 分

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1( ) ( ) '( ) ( ) ( ).
1 1 1 1

f x dx f dx f x dx f 

   
   

      ……4分

证明 (法 2)

左-右=

1 1
1

10
1

1 1[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
1 1

f x f dx f x f dx 

 




  
  

=

1 1
1

10
1

1 1'( ) ( ) '( ) ( )
1 1

f x dx f x dx 



 
 





    
   ， 0 1    ，

= 2

( 1) 1 [ '( ) '( )]
( 1)

f f




  
 

 
 



= 2
( 1) 1 ''( )( ) 0
( 1)

f




   
 

 
  


.
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2015.01

一、计算题（本大题含 10 个小题，每小题 5 分，共 50 分）

1．求极限

1
sin

0
lim(1 sin ) x
x

x


 ．

解 原式= 0

1limsin
sinx

x
xe e


 ……………………………………………..5 分

2．设

2 1,         1
( )    ,                          1

arccos ,      1 1

x x
f x b x

a x x

     
  
    

，求 ,a b，使得 )(xf 在 1x   处连续．

解
+ +-1 -1

lim ( ) lim arccos = -
x x

f x a x a 
 

 （ ） ,

2

-1 -1
lim ( ) lim 1=0
x x

f x x
  

  . …………………………..2 分

要使 )(xf 在 1x   处连续，必须有

+ --1 -1
lim ( ) lim ( )= (-1)
x x

f x f x f
 

 , ,…………………………..4 分

即 0a b   ,
因此， =   =0a b， . .…………………………..5 分

3．设
2( ) ln( 1 )f x x x   ，求 (0)f  ．

解
2

2 2

1
11( )

1 1

x
xf x

x x x


  

  
, …………………………..4 分

(0) 1f   . .…………………………..5 分

4．求由参数方程
2

3

2
3

x t t
y t t

  


 
所确定函数的二阶导数

2

2

d y
dx

．

解
23 3 3 (1 )

2 2 2
dy t t
dx t


  


, …………………………..3 分

2

2
3 1 3
2 2 2 4(1 )

d y
dx t t

  
 

. …………………………..5 分

5．
1

1lim .
1 lnx

x
x x

   
求

解 原式=
1 1

ln 1 lnlim lim 1( 1) ln ln
x x

x x x x
xx x x
x

 

 


 
………………………….3 分

1

2

1
1lim 1 1 2x

x

x x


 


. ………………………….5 分

6．求极限 2lim 1n n n

n
a a


  （ 0a  ）.

解 0 1a  时

21 1 3n nn na a    ,

因 lim 3 1n

n
 ， 由夹逼准则

2lim 1 =1n nn

n
a a


  . … …………….3 分

1a  时

2 2 2 21 3 3n n nn n na a a a a     ,

由夹逼准则
2 2lim 1 =n nn

n
a a a


  .……………….5 分

7．求积分
2

24
x dx
x

 ．

解 设 2sin     ( )
2 2

x t t 
    , 则 2cosdx tdt , 24 2cosx t  ,

于是
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2
2

2
= 4sin

4
x dx tdt
x  =2 (1 cos2 ) 2 sin 2 +t dt t t C   …………….3 分

22arcsin 4
2 2
x x x C    . .……………….5 分

8. 求积分 1 ln
e

e
x dx ．

解
1

1 1 1
ln ln ln

e e

e e
x dx xdx xdx    

1
1 1( ln ) ( ln ) e

e
x x x x x x     …………….4 分

12(1 )
e

  . .……………….5 分

9. 求解微分方程的初值问题

2

2

1,
1.       x

x y xy
y 

  
 

解 方程变形为 2
1 1y y
x x

   ,

由公式，
1 1

2
1dx dx

x xy e e dx C
x

     
 
  1 ln x C

x
  , …………….4 分

由已知， 2 - ln 2C  ,

初值问题的解为  1 ln 2- ln 2y x
x

  . .……………….5 分

10. 求
2( )y y  的通解.

解 令 = ,y p 则
dpy
dx

  .

原方程化为
2dp p

dx
 , 解得

1

1p
x C

 


,

则原方程的通解为 2 1lny C x C   .

二、( 8 分 ) )()(),()()( afaxxxaxxf  处一阶连续可导，求在

解 因 ( )x 在 x a 处有连续的一阶导数，则 ( )f x 在 x a 的某个邻域内可导，因此，在该邻

域内

( ) ( )+( ) ( )f x x x a x    ,

( ) ( )f a a  .……………….4 分

( ) ( )( ) lim
x a

f x f af a
x a

  


( ) ( ) ( ) ( )lim
x a

x x a x a
x a

  


  



,

. .……………….8 分

三、（8 分）

.,
,0,0 3

1

aVy
Vxxyax

y

x

求轴旋转得到的体积为绕

积为轴旋转所成的旋转体体绕由平面图形 

解

2 5
3 3

0

3=
5

a

xV x dx a  , .……………….3 分

4 7
3 3

0

6=2
7

a

yV x dx a  . .……………….6 分

由已知，

7 5
3 36 310

7 5
a a   ， 7 7a  . .……………….8 分

四、（8分）

证明 2 2

0 0
( ) ( ) - ( )

x x
F x x f t dt t f t dt   

0
( ) 2 ( )

x
F x x f t dt   2 [ ( ) (0)]x f x f  . .……………….4 分

因 a ( 0)a  为函数 ( )F x 的驻点，所以有 ( ) 0F a  ,即 ( ) (0)f a f . …….6 分

( ) ( )lim ( ) 2 ( )
x a

x a x a
x a
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( )f x 在[0, ]a 上满足 Rolle 定理的条件，因此，存在 (0, )c a ，

使 ( ) 0f c  . .……………….…8 分

五、（8分)不作要求。

六、（8 分）给出近似计算 sin 31 的方法，并说明该方法能使 sin 31 的近似值精确到四位小

数的理由.
解 利用 Taylor 公式，

sin x的 n 阶 Taylor 公式

2 1
0 0 0 0 0 0

1sin( + )
2sin sin cos ( ) sin ( ) ( )

( 1)!
n

n

x x x x x x x x x x
n

 




        




（ 0x x在 与 之间）

取
6 180

x  
  , 0 6

x 
 ，则

2 1

1sin( + )1 2sin31 sin cos sin ( ) ( )
6 6 180 2 6 180 ( 1)! 180

n

n

n

       



     


 

其中
1 1 1

1sin( + ) 1 1 12 ( ) ( ) ( )
( 1)! 180 ( 1)! 180 ( 1)! 40

n n n

n

n n n

     



 
  

只要 2n  ,就能使 sin 31 的近似值精确到四位小数.

七、（5分）

证明 2 10 0

( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).
b

ah h

f x h f x dx f f f b f a
h

 
 

 
     

解
( ) ( ) ( ) ( )= -

b b b

a a a

f x h f x f x h f xdx dx dx
h h h

  
  

+

( ) ( )=
b b h

a a h

f x h f xdx dx
h h


 

+

( ) ( ) ( )a b b h

a h a b

f x f x f xdx dx dx
h h h


    

1 2
( )( ) ( )

b

a

f xf dx f
h

    
其中 1 2 + +a a h b b h , 分别在 和 ， 和 之间.

因此， 2 10 0

( ) ( )lim lim ( ) ( ) ( ) ( ).
b

ah h

f x h f x dx f f f b f a
h

 
 

 
     

八、（5分）（此题意义不大） 这是一个通过一组数据构建函数模型并求该函数最大值的问题.
方法之一：

设由 5 月 1 日开始计算的天数为 x，5 月 1 日为第 0 天，将白天的相对时长记为 L，则有记载的

三天数据对应于点(0,0)，(30，68)，(60，81). 由三点可确定抛物线，设该抛物线为

2( )L x ax bx c   ,

将(0,0)，(30，68)，(60，81)带入上式，解得
55 191=- ,  0.

1800 60
a b c ，

255 191  ( )=- .
1800 60

L x x x +

解得
5730 52.09
110

x   .

即 6 月 22 日.夏至是一年中白天最长的一天，一般在 6 月 21 日或 6 月 22 日，模型结果符合实际

情况，模型可行。
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东北大学高等数学(上)期末考试试卷

2016.01

一、 解答下列问题(每题 6 分，共 54 分）

1.若 ,
1,
1,

)(








xa
xx

xf








0,2

0,
)(

xx
xb

xg
　

，且 )()( xgxf  在 ),(  上连续，求常数 a,b 的

值.

2.求极限 30 )(sin
2)2(lim

x
xex x

x




.

3.计算不定积分 .
11
11 dx

x
x

 


4.若 y = ),
1sin
1sin(



x
xf 且 ,arctan)( 2dtttdf  求

0xdx
dy

.

5.计算 
1

0

2 .)(arccos dxx

6.若 )(xf 是以 2 为周期的周期函数，而且在一个周期 ),[  上的表达式为：

,
),0[,
)0,[,0

)(











xx
x

xf 记 Fourierxf 的)( 级数的和函数为 ),(x

（1） 系数的一个求 Fourierxf )( b 3 ;(2)写出 的值)81(),
3

26(  .

7.若













0,
1

1

0,1)(
x

x
x

e
xf

x

，计算 dxxf )1(
0
2
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8.求函数 dttt
x

xf e 
2

0
)( 的极值和拐角横坐标

9.若方程
x
yyx arctanln

22  确定的隐函数 )(xyy  二阶可导，求

x
d
d

y
2

2

二、（9 分）求单位球的内接正圆锥体的最大体积.

三、（9 分）自原点 O（0,0）作曲线 L：y= xe 的切线 OA，A 是切点。记曲线 L，

切线段 OA 以及 x 轴（负半轴）所围成的平面图形为 G。（1）求 G 的面积；（2）求 G 绕 x 轴旋

转一周得到的旋转体的体积.

四、（9 分）求幂级数 的和函数，





2

2 )1(
n

nxnn 并以此求常数项级






2

2

2
)1()1(

n
n

n nn
的

和.

五、（9 分）已知 ,
6

1
1

2

2





n n


写出 )1ln()( xxf  的关于 x 的幂级数，并以此计算

积分 的值dx
x
x





1

0

)1ln(
.

六、证明题（每题 5 分，共 10 分）

1.函 数 f(x) 在 【 -1,2 】 上 连 续 ， （ -1,2 ） 内 可 导 ， f(2)=0, 且

 


0

1

1

0
.0)(,2,1-,0)(sin,0)(  fdxxfxdxxfx 使得）（证明存在

2.若 .
2

sin,
2

sin
0 2

2

0


 


dx

x
xdx

x
x

证明
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一、1.设 F(x)=f(x)+g(x),则














1,2
10,22

0,
)(

xax
xx

xbx
xF

由 )1()1(),0()0(   FFFF 得







a
b

34
2

,所以 a=1,b=2

2.

6
1

6
lim

3
1)1(lim

2)2(lim
)(sin

2)2(lim

020

3030















x
xe

x
ex

x
xex

x
xex

x

x

x

x

x

x

x

x

3. 1tan)
2

0(tan1 42  txttx 
设 tdttdx 23 sectan4 

 



 tdtdtttdtt
t
t 3523

2

2

tan4tan4sectan4
1tan
1tan

原式

   tdtttddttttdt nnnn 2222 tantantan)1(sectantan

2

24
5

1

2
3 cosln

2
tan

4
tantancosln

2
tantan CttttdtCtttdt   　　

Cxxx

Cttttt





)11ln(414

)tan1ln(2tan2)tan1ln(2tan2tan 3
22224原式

4. dx
x
xdx

x
xxxxdt

x
xt 22 )1(sin

cos2
)1(sin

cos)1(sin)1(sincos
1sin
1sin











令

2)1(sin
cos2)

1sin
1sinarctan(arctan)( 02

22 








 xdx
dydx

x
x

x
xdtttdfdy

5.

2
0
2cos2sin2

2

0
2sin

2cos
2

0
cos)sin(

sincosarccos

0

2

0

2

20

2

2






















ttdttt

tdttttdttt

tdtdttxxt

原式

　　　则设

6.（1）
3
1

0
)

9
3sin

3
3cos(13sin13sin)(1

3   












xxxxdxxxdxxfb

（2）该函数满足收敛定理的条件。它在=(2k+1) ( Zk )处不连续，其他地方连续。

3
2)

3
2()8

3
26()

3
26(

22
0

2
)()()81(  









　
ff

7. 1)0(,1)0(   ff 处连续在0)(xf 设 t=x-1

2ln1
0
1

)1ln(
1

0
1

1)()1()1()1(
1

0

0

1

1

1

2

0

2

0















 

ete

dt
t

dtedttfxdxfdxxf

t

t

8. 0)(0,0)(0)(
2

  xfxxfxxexf x 时时  ),0(,)0,()( 在xf

无极大值的极小值为 ,0)0()(  fxf

2
20)21(2)(

222 22   xexexexf xxx 且

;0)(),
2
2(;0)()

2
2,

2
2(;0)()

2
2,(  xfxxfxxfx 时，时，时，

2
2

拐点横坐标为 .
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9.方程两边同时对 x 求导得
yx
yx

dx
dy

x
y
x

yx
dx
dy

yx
dx
dyyx















2

2

22
)(1

22

2
1

3

22

222

2

)(
22

)(

)(22

)(

)1)(())(1(

yx
yx

yx
yx
yxyx

yx
dx
dyyxyx

dx
dy

dx
yd


















二、不妨设高 1h ,底面半径为 r，则
2222 21)1( hhrhr 

81
32

3

2
22

3
4)2(

223
4)2(

33
1

3

22  














 


hhh

hhhhhhhrV

（等号当且仅当 hh
 2

2
， 时成立即

3
22,

3
4

 rh ）故最大体积为
81

32

也可用导数法。

三、易知 OA 方程为 y=ex,A(1,e)

(1)面积
20

1
2

1 21

0

1 eexedxexdxeS xx 


  

(2)体积
60

1
3

1
2

23221

0

2220 2 exeedxxeedxeV
x

xx  










  

四、 )1,1(11
1
1

2

2
1 limlim 











定义域为时级数发散，且x
nn
nn

a
a

nn

n

n


易证 









22

2 )12(,)(
n

n

n

n xnxnn 在(-1,1)收敛















22

2

2

2 )12()()1(
n

n

n

n

n

n xnxnnxnn

=









































 2

32

2

232

2

1

)1(
3

)1(
3

1
22lim

x
xxx

x
xx

x
nxnx n

nn

n

3

22

2

23

2

43

2

343

)1(
)32(

)1(
3

)1(
2

)1(
2

1
lim













































 x

xxx
x

xx
x

xxx
x

xx
x
nx n

n

令 x=
2
1

 即得和为
54
17

注：若 BC
q
AbB

q
aACqBAnSqbanC n

n
n

n 






  ,
1

,
1

)()( 1 其中则

五、 




















10

1

0 1
)(,

1
1)(

n

n

n

n

n

n

n
x

n
xxfx

x
xf

6
1

0
1 2

1
2

1
2

1

0
1

1 
  















nn

n

n

n

nn
xdx

n
xI

六、1.由积分中值定理得

0)(0)(sin)(sin)1,0(

0)(0)()()0,1(
0

1

0

1












bfdxxxfbbfb

afdxxxfaafa

使

使

由罗尔定理得又使  0)2(0)(),(0)()( ffbabfaf 

0)()2,1()2,(   f使

2.
2

2
2

2sincossin2
0

sinsin
00

2

0 2

2 



 


xd

x
xdx

x
xx

x
xdx

x
x
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2016-2017 学期高数上期末考试题

一、解答下列各题

1、设 ，
　　　

　　












 0

01)1ln(
)(

1
1

xe

xx
xf

x
求 f(x)的间断点，并指出间断点的类型.

2、求 a,b 的值，使点（1，3）为曲线
23 bxaxy  的拐点.

3、已知两曲线 y=f(x)与 dtey tx 2arctan

0

 在点（0,0）处的切线相同，写出此切线方程，并求极

限 ).2(lim
n

nf
n 

4、求定积分 .
1

3

1 23
 xx
dx

5、求不定积分 .
2
dxxe
x



6、计算反常积分 .
)1(1 2



 xx
dx

7、已知 2

22

,
arctan
1ln

dx
yd

tty
tx

求







 .

8、判断级数 )0()1(
1







 a

n
n

n
an

n

的敛散性.

9、设函数 )(xfy  在 x=0 的某领域内具有一阶连续倒数 , 且 ,0)0(,0)0(  ff 若

)0()2()( fhbfhaf  在 0h 时是比 h 高阶的无穷小,试确定 a,b 的值.

二、求极限 .)2(42lim 3
1

9
1

3
1

nn

n




三、设 A>0,D 是 曲 线 段 y=Asinx ）
2

0( 
 x 及 直 线

2
,0 

 xy 所 围 成 的 平 面 图

形. ,., 121 VVyxDVV 若转体的体积轴旋转一周所得到的旋轴与绕分别表示 求 A 的值.

四、设
3

1

)(1lim e
x
xfx

x

n




 


,其中 f(x)在 x=0 处二阶可导,求 ).0(),0(),0( fff 

五、水陆混合赛中需要从A点到达B点,A,B南北相距5km,东西相距7km,湖岸位于A点南侧2km,
是一条东西走向的笔直长堤.比赛中运动员可自由选择路线,但必须先从 A 出发跑到长堤,再从长

堤处下水游到终点 B.已知运动员跑步速度为 hkmvhkm /6,/18v 21  游泳速度为 .问他应该

在长堤的何处下水才能使比赛用时最少?

六、1. 设 函 数  1,0)( 在xf 上 连 续 ,   ,1,0 内可导在 且 ,
4

)1(,0)0( 
 ff 证 明 : 方 程

 内至少有一个实根在（ 1,01)()1 2  xfx .

2. 设 函 数   ,)( 在xf 内 有 定 义 , 在 点 x=0 的 某 邻 域 内 有 一 阶 连 续 导 数 , 且

.)1()1(:,0)(lim
10

条件收敛证明 






n

n

x n
fa

x
xf
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